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Resumen
Sinronizaión aótia de redes de mundo pequeño
Publiaión No.
Allan Giovanni Soriano Sánhez
Universidad Autónoma de Nuevo León
Faultad de Ingeniería Meánia y Elétria
Asesor: Dr. Cornelio Posadas Castillo
Julio del 2016
En el presente proyeto de investigaión se lleva a abo el estudio del efeto
de la topología de mundo pequeño en la sinronizaión aótia de redes omplejas.
Se onsideran redes ompuestas por osiladores aótios (GenesioTesi 3D y Chua
generalizado), los uales son generadores de atratores de múltiples enrollamientos.
Se investiga el efeto de la manipulaión de la topología de una red ompleja
en el proeso de sinronizarla, on el objetivo de disminuir la fuerza de aoplamiento
neesaria para alanzar y mantener el régimen de sinronía, generando así una ley
de ontrol menos invasiva.
Se determinó que la failidad de la red para sinronizar está fuertemente
inueniada por la distania promedio nodo a nodo, la ual, disminuye a medida
que se introdue la propiedad de mundo pequeño, es deir, enlaes de largo alane
o atajos entre nodos distantes de la red ompleja. Este heho motivó el desarrollo de
un nuevo algoritmo de mundo pequeño que introdue exitosamente diha propiedad.
El efeto prinipal es la generaión de una topología que propiia la sinronizaíon
en la red ompleja, para valores de la probabilidad p menores que on los algoritmos
NewmanWatts y WattsStrogatz.
Palabras lave: Redes omplejas, mundo pequeño, sinronizaión, osiladores
aótios de múltiples enrollamientos.
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Capítulo 1
Introduión
En el presente apítulo se desribe la motivaión que llevó a la realizaión de este
trabajo. Se dan a onoer los objetivos general y partiulares que se busaron lograr
durante la investigaión, para así rearle al letor una visión general del ontenido
del doumento. De igual manera, se proporionan omo anteedentes la informaión
y oneptos básios neesarios para la total omprensión del esrito.
1.1 Motivaión
El estudio de redes omplejas es uno de los ampos de investigaión más ativo que
se pueden enontrar en la literatura. Esto se debe en gran medida a su apaidad
para modelar una amplia variedad de sistemas, según han demostrado diferentes
investigadores.
En la atualidad, el reiente interés por organizar sistemas no lineales en
redes ha generado que una buena antidad de onoimiento en este ampo se haya
estableido, donde destaan propiedades omo robustez, apaidad de propagaión y
apaidad para sinronizar; siendo esta última de importania onsiderable por sus
poteniales apliaiones, las uales van, pero no se limitan a las omuniaiones
aótias seguras [15℄, ontrol de la formaión de robots [68℄ y desripión
de proesos biológios omo osilaiones de élulas ardiaas o el metabolismo
mitoondrial [911℄, por menionar algunas.
En la última déada, el auge de las omuniaiones, resultado de la
globalizaión, ha signiado un área de gran impato para las redes omplejas, en
donde el tiempo, ya sea de transmisión o traslado, y la topología son algunas de las
1
2araterístias más investigadas.
Por tal motivo, estudiaremos el efeto de la propiedad de mundo pequeño en
el proeso de sinronizar una red ompleja esasamente onetada, la ual estará
formada por los osiladores aótios de múltiples enrollamientos Chua generalizado
y GenesioTesi 3D. Se pretende optimizar el uso de su apaidad de propagaión,
produida por las onexiones de largo alane, on la intenión de propiiar el
fenómeno de sinronía.
1.2 Objetivo general
Contribuir a la generaión de onoimiento en el ampo de las redes omplejas que
exhiben la propiedad de mundo pequeño, araterizando su propiedad de sinronizar
en régimen aótio, haiendo uso de su topología, reduiendo la distania promedio
nodo a nodo y generando una ley de ontrol poo invasiva.
1.3 Objetivos partiulares
 Propiiar el estado de sinronía en una red ompleja, onstituida por osiladores
aótios, a través de la modiaión de su topología, on miras a reduir la
magnitud del esfuerzo de ontrol.
 Sinronizar redes omplejas de mundo pequeño onstituidas por osiladores
aótios de múltiples enrollamientos, generadas on los algoritmos existentes
(WattsStrogatz [12℄ y NewmanWatts [13, 14℄).
 Determinar si la rápida propagaión de las dinámias aótias, produida por
la propiedad de mundo pequeño, propiia el fenómeno de sinronizaión en la
red ompleja.
 Proponer un algoritmo que introduza la propiedad de mundo pequeño a
una red ompleja, de manera que su oeiente de agrupamiento no sufra un
deremento exesivo, mientras se busa la reduión eiente de su longitud
promedio del amino más orto.
 Determinar si el desempeño del algoritmo propuesto en el proeso de llevar una
red ompleja al régimen de sinronía, resulta mejor que el produido por los
algoritmos NewmanWatts y WattsStrogatz.
31.4 Anteedentes
En el presente trabajo de tesis, se reúnen tres importantes disiplinas, ampliamente
exploradas por los investigadores en los últimos años, que han demostrado gran
apliaión en la vida del hombre. A ontinuaión, proporionamos al letor un
breve resumen on la informaión básia neesaria para omprender los siguientes
oneptos: empezaremos por desribir el fenómeno de aos, que es el omportamiento
propio de los sistemas no lineales que usaremos en este trabajo; seguido de esto, se
desribe el onepto de red ompleja, que resulta ser nuestro entro de interés y
donde reae la prinipal aportaión de este trabajo. Posteriormente, denimos el
onepto de sinronizaión, que es una de las propiedades más estudiadas de las
redes omplejas.
Para onluir el apítulo, se proporiona una síntesis de los trabajos más
reientes y destaados sobre el tema, on el objetivo de estableer el panorama del
que parte esta investigaión.
1.4.1 Caos
El fenómeno llamado aos ha sido estudiado ampliamente en la segunda mitad del
siglo XX. De manera general, el aos, es un fenómeno que exhibe un omportamiento
temporal de formas muy irregulares y en aparienia aleatoria, sin embargo, es de
naturaleza determinista. La palabra aos proviene del griego χα´oς que signia
impredeible [15℄. La primer evidenia físia de aos aeptada fué la realizada por
Edward Lorenz en 1963 [16℄. Intentando predeir el omportamiento del lima,
simuló el onjunto de euaiones difereniales que se muestran en la Tabla 1.1, más
tarde onoidas mundialmente omo las euaiones de Lorenz. El resultado de la
simulaión fue un atrator que atualmente se onoe omo el atrator de Lorenz y
que se muestra en la Fig. 1.1.
De entre las deniiones de aos que han surgido en la literatura [17,18℄, una de
las más aeptadas es la que propuso Robert L. Devaney en 1989 [1820℄. De auerdo
on Devaney, las araterístias que debe umplir un sistema dinámio para que se
onsidere aótio son las siguientes [18, 19℄:
Deniión 1.1 Sea X un espaio métrio. Un mapa ontinuo f : X → X se die
que es aótio si:
1. f es transitiva.
4Modelo del osilador Atrator aótio


x˙ = a(y − x),
y˙ = x(b− z)− y,
z˙ = xy − cz. −20 −15 −10 −5 0 5 10 15 205
10
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40
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50
x(t)
z(t
)
Fig. 1.1: Atrator aótio de Lorenz
obtenido on a = 10, b = 28, c = 8/3 para
[x(0), y(0), z(0)] = [−0.1, −0.1, −0.1].
Tabla 1.1: Primera evidenia del aos realizada por Edward Lorenz, euaiones
difereniales que desriben el osilador y atrator aótio orrespondiente [16℄.
2. El onjunto de puntos periódios de f son densos en X.
3. f tiene dependenia sensible a las ondiiones iniiales.
La transitividad de una funión asegura que en dos zonas ualesquiera del
espaio en donde está denida, existe un punto de la primer zona, uya órbita
periódia visita en algún momento la segunda [20℄.
La densidad de f en X garantiza que la distania entre dos puntos d(x, y) < ε,
ε > 0 [20℄.
La sensibilidad a ondiiones iniiales es posiblemente la araterístia más
onoida del fenómeno aótio, la ual se reere a la divergenia de dos trayetorias,
provoada por una pequeña diferenia en el valor de dos estados que parten
iniialmente muy eranos uno del otro. Además de estas ondiiones, otras
araaterístias, que en onjunto indian la presenia de aos son:
 Exponentes de Lyapunov positivos (al menos uno) [21℄.
 Atratores extraños [22, 23℄.
 Dimensión fratal en los atratores [23, 24℄.
Los exponentes de Lyapunov de una trayetoria, son la medida de la tasa
exponenial media de divergenia de las trayetorias que la rodean [21℄. Los
5atratores extraños son un indiador de un omportamiento ompliado, en este aso
en partiular de omportamiento aótio, los uales poseen dimensión fratal [22,23℄.
Por último, la dimensión fratal es el número raional que se obtiene de apliar el
estudio de dimensión a un atrator aótio [23,24℄. En la Fig. 1.2 se ilustran algunas
de estas araterístias.
Para esta investigaión, los osiladores aótios que se emplean son generadores
de atratores de múltiples enrollamientos, que son estruturas en forma de espiral
on rotaiones innitas [25℄, los uales se desriben a detalle en el Capítulo 2. A
ontinuaión, damos paso a lo onerniente a redes omplejas.
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Fig. 1.2: Caraterístias del aos: (a) Sensibilidad a ondiiones iniiales del estado
z(t) del osilador aótio de Chen. (b) Exponentes de Lyapunov [λ1, λ2, λ3] =
[1.9, 0, −11.7] orrespondientes al osilador aótio de Chen. () Atrator aótio
del osilador de Chen.
61.4.2 Redes omplejas
El estudio de las redes está a argo de la rama de las matemátias disretas llamada
Teoría de grafos. El naimiento de la teoría de grafos data del año 1736, uando el
matemátio suizo Leonhard Euler hizo públia la soluión del problema de los puentes
de Königsberg, usando un grafo equivalente omo se muestra en la Fig. 1.3 [2628℄.
Este heho desenadenó un onsiderable interés en el ampo, que posteriormente dio
respuesta a uestionamientos que hasta ese momento estaban inonlusos.
(a) (b)
Fig. 1.3: (a) Dibujo original de los puentes de Königsberg [26℄. (b) Grafo equivalente
del problema de los puentes de Königsberg.
Desde entones, el grafo ha sido objeto de estudios exhaustivos que han derivado
en su apliaión en diferentes disiplinas ientías, entre las que se enuentran
la biología [29, 30℄, neurología [31, 32℄, soiología [33, 34℄ y eonomía [35, 36℄, por
menionar algunos ejemplos y uya deniión es la siguiente [28℄:
Deniión 1.2 Un grafo dirigido (no dirigido) G = (N ,L) onsta de dos onjuntos
N ,L tal que N 6= ∅ y L es un onjunto de pares de elementos ordenados (no
ordenados) de N . Los elementos de N ≡ {n1, n2, . . . , nN} son los nodos (vérties o
puntos), mientras que los elementos de L ≡ {l1, l2, . . . , lk} son las onexiones (aristas
o líneas). Dos nodos unidos por una onexión son llamados nodos adyaentes o
veinos. El grado ki de un nodo i es el número total de sus onexiones. En un grafo
dirigido el orden es importante: lij representa una onexión del nodo i al j, lij 6= lji.
En un grafo no dirigido se die que la onexión es inidente en ambos nodos.
Los diferentes niveles de organizaión en que se presentan los sistemas que
pueden ser modelados por un grafo van desde lo mirosópio: redes de regulaión
7genétia [29, 32℄, redes de proteínas [30, 37℄, redes neuronales [31, 32℄ y redes
metabólias [3739℄; hasta lo marosópio: las redes soiales [33, 34℄, el Internet
[32, 37℄, el World Wide Web [32, 37℄, las redes de omuniaiones [32, 37, 40℄ y redes
de olabolaión ientía [32, 37℄.
Con base en lo anterior, una red ompleja se dene omo un onjunto de nodos
interonetados que interatúan entre sí, donde ada nodo es la unidad fundamental
que ontiene informaión detallada de la red [41℄. El término omplejo se reere
a su topología y a las araterístias de los nodos. En la Fig. 1.4 se muestra la
representaión gráa de una red ompleja, donde se apreian dos esenarios: ujo
de la informaión en ambos sentidos de la onexión (red ompleja no dirigida Fig.
1.4 a) y ujo en un solo sentido de la onexión (red ompleja dirigida Fig. 1.4 b).
Las redes omplejas se lasian de la siguiente manera:
1. Redes omplejas estruturales: inluyen las topologías regulares, las uales
se araterizan por poseer un patrón de onexión (global, estrella y anillo) e
irregulares on onexiones arbitrarias [28, 32, 42℄ Fig. 1.5 (a).
2. Redes omplejas ponderadas: se araterizan por poseer pesos en los
enlaes, lo que les introdue jerarquía [28, 32, 41℄ Fig. 1.5 (b).
3. Redes omplejas aleatorias: se araterizan por tener todas sus onexiones
realizadas aleatoriamente entre pares de nodos. ErdösRényi es el modelo más
empleado [32, 43℄ Fig. 1.5 ().
(a) Red no dirigida (b) Red dirigida
Fig. 1.4: (a) Red ompleja regular para N = 8. (b) Red ompleja irregular para
N = 9.
84. Redes omplejas de libre esala: sus araterístias prinipales son que
la distribuión del grado P (k) obedee una ley de potenia del tipo P (k) ∼
2m1/βk−γ, debido a la existenia de nodos que tiene preferenia para onexión,
donde γ = 1
β
+ 1 = 3, k es el grado del nodo y m es el número de nodos
existentes en la iteraión i [28, 32, 41℄ Fig. 1.5 (d).
5. Redes omplejas de mundo pequeño: se araterizan por poseer un grado
alto de onetividad y una distania promedio entre nodo pequeña, resultado de
la presenia de onexiones de largo alane entre nodos distantes. Los modelos
más usados son WattsStrogatz [12℄ y NewmanWatts [13, 14℄ Fig. 1.5 (e).
En la Fig. 1.5 se ilustra la lasiaión de redes omplejas que se aaba de
presentar. En este trabajo de tesis, estudiaremos las redes omplejas de mundo
pequeño, las uales son desritas a detalle en el Capítulo 3. A ontinuaión, damos
paso a la desripión del onepto de sinronizaión.
1.4.3 Sinronizaión
Toa ahora desribir uno de los fenómenos más interesantes que pueden llegar a
presentarse en las redes omplejas, el ual ha resultado de utilidad para el hombre y
al que se le han dado diferentes apliaiones [14, 611℄.
El onepto de sinronía puede denirse omo la irunstania donde dos
o más suesos o fenómenos ourren al mismo tiempo [44℄. Se onsidera omo
el padre de la sinronía a Christiaan Huygens, puesto que los registros histórios
muestran que fué el primero en doumentar este fenómeno ourrido en dos
péndulos [45℄. Se die que el matemátio holandés observó que dos relojes de
péndulo, que iniialmente osilaban a freuenias diferentes, sinronizaban sus
movimientos después de permaneer aoplados a través de una viga; además, si
alguna interferenia interrumpía la sinronía, esta se reuperaba en un orto tiempo
[45℄. En la Fig. 1.6 se muestra el dibujo original de Christiaan Huygens ilustrando
su experimento on los relojes de péndulo.
Numerosos ejemplos de sinronía involuntaria han sido registrados en los
últimos años, los uales onrman el rol ruial que desempeña en el desarrollo de
proesos omo: generaión de la memoria [46℄, presenia de atenión seletiva [47℄ y
el proeso de perepión [48℄, la desripión del omportamiento neuralinterpersonal
y la interaión soial [49,50℄, así omo de la atividad neuronal [51℄. Por otro lado,
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(d) (e)
Fig. 1.5: Ejemplos de la lasiaión de redes omplejas: (a) Red ompleja
estrutural: topología estrella. (b) Red ompleja ponderada. () Red ompleja
aleatoria. (d) Red ompleja de libre esala. (e) Red ompleja de mundo pequeño,
donde la línea en guión denota los enlaes de largo alane agregados aleatoriamente.
el hombre ha desarrollado a voluntad proesos en los que la sinronía es el elemento
medular, tal es el aso de los deportes de alto rendimiento, y se ha visto beneiado
enormemente en la ingeniería al introduir este fenómeno en los proesos industriales.
En la naturaleza puede observarse sinronizaión en el anto de los grillos [45℄, la
bioluminisenia de las luiérnagas [45℄, la toma de deisiones en una manada [45,52℄
y la disposiión de las hojas de algunas plantas on el día y la nohe [45℄. En la Fig.
1.7 se muestran algunos ejemplos donde se presenta el fenómeno de sinronía para
diferentes esenarios, donde sin duda, aquellos que inuyen en la vida del hombre
son los más relevantes.
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Fig. 1.6: Dibujo original de C. Huygens ilustrando su experimento de sinronía en
la arta dirigida a su padre on feha 26 de Febrero de 1665 [45℄.
(a) (b) ()
(d) (e)
Fig. 1.7: Ejemplos de sinronizaión en diferentes esenarios: (a) Sinronía en el
vuelo de las aves. (b) y (d) Sinronía presente en disiplinas de alto rendimiento.
() y (e) Sinronía presente en la industria.
Una vez desritos los tres ampos que integran esta investigaión, damos paso
a la última seión de este apítulo, en donde se desribe brevemente el estado del
arte del tema de interés.
1.4.4 Estado del arte
Como se menionó anteriormente, el fenómeno de sinronía ha sido enontrado
y registrado en diferentes esenarios, siendo su presenia en las redes omplejas
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ausante del surgimiento de una importante antidad de informaión. Una vez
determinada la importania de la interaión entre individuos ditada por la
topología, las redes omplejas han sido ompuestas por sistemas dinámios, on
la intenión de onoer las propiedades, omportamientos y fenómenos que puedan
surgir de esta ombinaión.
Esto fue posible después del surgimiento del trabajo realizado en 1990 por L.M.
Peora y T.L. Carroll, quienes demostraron por primera vez que era posible que dos
osiladores aótios, que partían de ondiiones iniiales diferentes, se omportaran
de manera sinronizada [53℄. Como resultado, en los últimos 25 años, las redes
omplejas han sido objeto de numerosos estudios, en donde el objetivo prinipal es
araterizar el fenómeno de sinronía, usando sistemas dinámios no lineales que
exhiben omportamientos irregulares, prinipalmente aótio e hiperaótio.
Las bases de la sinronizaión de aos y sus apliaiones fueron estableidas
algunos años después omo se desribe enseguida. En 1994, C.W. Wu y L.O. Chua
denieron los oneptos de sinronizaión asintótia y parial, así omo la relaión
entre la sinronizaión asintótia y la estabilidad asintótia [54℄. En 1995, J.F.
Heagy y olaboradores investigaron el rol de las órbitas periódias inestables en el
omportamiento aótio sinronizado [55℄. Probaron también ómo se iniiaba el
omportamiento que deriva en la desinronizaión, y sugirieron tomarlo en uenta
para alanzar sinronizaión aótia de mayor alidad.
En 1996, N.F. Rulkov disutió el omportamiento ooperativo relaionado on
los regímenes del aos sinronizado, y bosquejó algunos ejemplos que ilustraran
diferentes tipos de osilaiones aótias idéntias [56℄. En 1997, L.M. Peora y
olaboradores revisaron algunos oneptos básios de la sinronizaión aótia, tales
omo riterios de estabilidad y sinronizaión generalizada; también examinaron
onguraiones de aoplamiento así omo esquemas de omuniaiones seguras [57℄.
Ese mismo año, G. Kulumbán y olaboradores proporionaron una aproximaión
uniada para el análisis y omparaión de sistemas de omuniaión aótia,
lariando el rol de la sinronizaión para las omuniaiones aótias y desribiendo
algunos esquemas para sinronizar [58℄. En 2001, S. Yanhuk y olaboradores
analizaron el meanismo de la desinronizaión para un sistema de dos osiladores
idéntios aoplados, y reportaron propiedades de estabilidad transversal para el
punto de equilibrio en sistemas aoplados [59℄.
Por otro lado, varios métodos han sido propuestos para lograr sinronizaión
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entre osiladores aótios, los uales pueden ser lasiados en dos modalidades:
la primera modalidad está ompuesta por los esquemas de ontrol onvenionales
que llevan a abo la sinronizaión entre pares de osiladores, regularmente en
onguraión maestroeslavo. Entre los métodos más destaados se enuentran,
por ejemplo, sinronizaión por modos deslizantes [60℄, sinronizaión a través
de observadores no lineales [61, 62℄, sinronizaión usando ontrol adaptativo y
adaptativoimpulsivo [63℄ o ontrol de orden superior [64℄. La segunda modalidad
omprende las ténias que onsideran no solo al osilador aótio sino también la
topología, la ual tiene un papel ruial en el proeso que se desarrolla, y entre las
que se enuentran la ténia WangChen que emplea la matriz de aoplamiento, la
funión maestra de estabilidad y el método de la red on onexiones generalizadas
[6568℄, por menionar las más relevantes.
Numerosos estudios han mostrado la efetividad de estas últimas ténias
para sinronizar redes omplejas, las uales han sido ompuestas por diferentes
tipos de sistemas dinámios, entre los que se enuentran el osilador de fase de
Kuramoto [69, 70℄, el osilador de Van der Pol [71, 72℄, diferentes modelos de Redes
Neuronales Celulares (Cellular Neural Network - CNN) [5,73℄ y una gran variedad de
osiladores que exhiben omportamiento aótio [7476℄. Los resultados de interés
son aquellos obtenidos sobre redes omplejas de mundo pequeño, la mayoría de los
uales entra su atenión en el modelo del sistema que ompone la red ompleja.
Tal es el aso de la Funión Maestra de Estabilidad [66℄, por ejemplo, la ual fue
originalmente desarrollada para determinar la estabilidad del estado sinronizado, a
través de la diagonalizaión de la euaión variaional, on el objetivo de obtener
el exponente de Lyapunov más grande en funión de los valores propios omplejos
de la matriz de aoplamiento, permitiendo así separar los efetos de la dinámia del
sistema para ser estudiados bajo ualquier topología [66, 77, 78℄.
Por otra parte, en el modelo propuesto por X.F. Wang y G. Chen [65℄ para
sinronizar una red ompleja, se sugiere alanzar la sinronía haiendo uso de la
fuerza de aoplamiento, uyo valor depende del tipo de sistema que ompone la red
ompleja y de su topología, la ual es expresada a través de los valores propios de la
matriz de aoplamiento. A pesar de que se ha demostrado su eaia en el proeso
de sinronizar redes omplejas de diferentes tipos, uando la topología es de mundo
pequeño, para ondiiones donde se modia una pequeña fraión de los enlaes,
es deir, la probabilidad de reablearlos o agregarlos es p ≈ 0, puede generarse
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una ondiión que produe una fuerza de aoplamiento en oasiones exesivamente
grande. Además de esto, la diultad y el tiempo requerido para el álulo del
segundo valor propio de la matriz de aoplamiento, neesario para la obtenión del
aoplamiento, es proporional al tamaño de la red ompleja. Estas son sin duda las
prinipales desventajas de esta ténia. Sin embargo, su efetividad es indisutible
uando se emplean redes omplejas del tipo estrutural (Seión 1.4.2, Fig. 1.5
a) [7981℄.
A. Pogromsky y H. Nijmeijer propusieron un esquema para sinronizar sistemas
dinámios, los uales deben umplir un enfoque de pasividad y fase mínima [68,82℄,
para garantizar que la soluión de los sistemas aoplados esté aotada, lo que
garantiza que el estado sinronizado de la red puede alanzarse una vez exedido
el umbral del mínimo aoplamiento [68℄.
Finalmente, el método de la red on onexiones generalizadas, propuesto
por I. Belykh y olaboradores [67℄ para estudiar sinronizaión global ompleta
de una red ompleja dirigida, sugiere transformar las onexiones unidireionales
en bidireionales y ponderar ada una de estas on la mitad de la fuerza de
aoplamiento original, para generar una red equivalente no dirigida. Aunque el
método ha mostrado efetividad, está limitado a redes dirigidas pequeñas que
presenta una topología uniforme en árbol; para redes omplejas de gran tamaño,
el método presenta diultades en enontrar los aminos más ortos a través de los
enlaes unidireionales a ser reemplazados [67℄. Con esto se onluye el apítulo
introdutorio de este trabajo.
El resto del esrito está organizado omo sigue: En el Capítulo 2 se desriben
los modelos dinámios de los sistemas no lineales que serán usados para omponer
las redes omplejas, los uales son osiladores aótios generadores de atratores
de múltiples enrollamientos. En el Capítulo 3 se desriben las redes omplejas on
topología de mundo pequeño, así omo los dos algoritmos existentes más importantes.
En este apítulo también se presenta la propuesta alternativa para generar redes
omplejas de mundo pequeño, la ual es una de las aportaiones más importantes
de este trabajo. Los resultados de sinronizaión de las redes omplejas de mundo
pequeño, generadas on los tres algoritmos que se desriben, se proporionan en el
Capítulo 4. El Capítulo 5 presenta las onlusiones pertinentes y los trabajos futuros.
Capítulo 2
Osiladores aótios de múltiples
enrollamientos
En el presente apítulo se desriben a detalle los sistemas dinámios no lineales, que
para este aso en partiular, son osiladores aótios generadores de atratores on
múltiples enrollamientos, los uales se usarán para onstituir las redes omplejas de
mundo pequeño desritas en el Capítulo 3.
En la literatura ientía se dispone de una variedad signiativa de osiladores
aótios reportados. En esta investigaión, nuestro interés reae en aquellos apaes
de generar atratores aótios de mútiples enrollamientos, uyo ejemplo más básio
es el ampliamente onoido y estudiado osilador aótio de Chua [83℄, del ual se
han realizado múltiples generalizaiones on base en dos ategorías: aquellas en las
que se modia su araterístia no lineal y aquellas en las que se aumenta el número
de variables de estado del sistema [84℄.
A ontinuaión, se desriben los modelos dinámios que se emplearon en esta
investigaión omo generadores de atratores de múltiples enrollamientos.
2.1 Osilador aótio de Chua generalizado
El osilador de Chua es un modelo no lineal de dinámia aótia que se ha onvertido
en un paradigma para el estudio del aos. El osilador de Chua se ha estudiado
extensamente desde su apariión alrededor de 1983, omo resultado de esto, diferentes
generalizaiones han sido propuestas. De las dos vertientes que se han seguido
para la obtenión de una generalizaión del osilador de Chua, una de las más
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Fig. 2.1: (a) Atrator aótio del osilador de Chua generalizado para α = 9,
β = 100/7, q = 2, m = [0.9/7, −3/7, 3.5/7, −2.4/7] y b = [1, 2.15, 4]. (b)
Funión no lineal de la euaión (2.2) para q = 2.
estudiadas se relaionada on la introduión de puntos de quiebre adiionales en
la no linealidad [83, 85℄.
El modelo matemátio, que desribe el osilador aótio de Chua generalizado,
está dado por el siguiente onjunto de euaiones difereniales:

x˙ = α [y − h(x)] ,
y˙ = x− y + z,
z˙ = −βy,
(2.1)
on una araterístia lineal a trozos dada por:
h(x) = m2q−1x+
1
2
2q−1∑
i=1
(mi−1 −mi)(|x+ bi| − |x− bi|). (2.2)
El osilador (2.1) exhibe una dinámia aótia para valores de parámetros
α = 9 y β = 100/7 [83, 85℄. Se puede ver que la euaión (2.2) está ompuesta
por múltiples puntos de quiebre, donde q denota un número natural. El osilador
aótio de Chua generalizado (2.1) está desrito por tres esalares y dos vetores de
parámetros {α, β, q, m, b}, donde m = [m0 m1 . . . m2q−1], b = [b1 b2 . . . b2q−1].
En la Fig. 2.1 (a) se muestra un ejemplo del atrator aótio generado on
las euaiones (2.1), al que orresponde la funión no lineal de la Fig. 2.1 (b) para
q = 2, en la que pueden apreiarse diferentes puntos de quiebre.
En la Tabla 2.1 se proporionan tres ejemplos de parámetros para generar
diferente número de enrollamientos on el osilador aótio (2.1). Para los letores
interesado en más opiones de parámetros favor de referirse a [83, 85℄.
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Parámetros Atrator aótio


α = 9,
β = 100/7,
q = 2,
b = [1, 2.15, 4],
m = [0.9/7, −3/7, 3.5/7,
−2.4/7].
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Fig. 2.2: Atrator aótio de 4 enr. usando
x(0) = [0.9, −0.8, −1].


α = 9,
β = 100/7,
q = 3,
b = [1, 2.15, 3.6, 6.2, 9],
m = [0.9/7, −3/7, 3.5/7,
−2.7/7, 4/7, −2.4/7].
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Fig. 2.3: Atrator aótio de 5 enr. usando
x(0) = [−0.1, 0.1, 0.1].


α = 11.6047522,
β = 15,
q = 4,
b = [1, 2.15, 3.6, 6.2,
9, 14, 25],
m = [0.9/7, −3/7, 3.5,
−2.4/7, 0.36, −0.24,
2.52/7, −0.24].
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Fig. 2.4: Atrator aótio de 7 enr. usando
x(0) = [−0.1, 0.1, −0.2].
Tabla 2.1: Parámetros y su modalidad del atrator aótio generado on el onjunto
de euaiones (2.1) para valores reportados en [83, 85℄.
En lo que resta del apítulo se desribe otra familia de osiladores aótios,
apaz de generar múltiples enrollamientos a lo largo todas sus variables de estado,
al ual por simpliidad llamaremos osilador aótio de GenesioTesi 3D.
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2.2 Osilador aótio de GenesioTesi 3D
El osilador aótio que estamos por desribir, pertenee a la familia de osiladores
que genera enrollamientos en reja, reportada originalmente omo una nueva familia
de atratores on n-enrollamientos [83, 84℄. De los diferentes modelos disponibles
de esta familia, entraremos nuestra atenión en aquel apaz de generar múltiples
enrollamientos a lo largo de todas sus variables de estado, el ual es una generalizaión
del modelo original, propuesto por R. Genesio y A. Tesi en 1992, para examinar
el método del balane armónio y determinar la existenia y loalizaión del
omportamiento aótio [83,84,86℄, y al que llamaremos osilador aótio de Genesio
Tesi 3D.
La generalizaión del osilador aótio de GenesioTesi onsiste en la
introduión de funiones no lineales en ada una de sus variables de estado, reando
así un modelo apaz de generar múltiples enrollamientos a lo largo de ualquiera de
ellas. El osilador de GenesioTesi 3D está desrito por las siguientes euaiones
difereniales [83, 84℄:

x˙ = y − f1(y), f1(y) =
My∑
i=1
g (−2i+1)
2
(y) +
Ny∑
i=1
g (2i−1)
2
(y),
y˙ = z − f2(z), f2(z) =
Mz∑
i=1
g (−2i+1)
2
(z) +
Nz∑
i=1
g (2i−1)
2
(z),
z˙ = −a(x+ y + z − f3(x)), f3(x) =
k−1∑
l=1
γgnl(x).
(2.3)
Donde a = 0.8, gθ(•) es la funión núleo y está denida omo sigue:
gθ(•) =


1, • ≥ θ, θ > 0,
0, • < θ, θ > 0,
0, • ≥ θ, θ < 0,
−1, • < θ, θ < 0.
(2.4)
Para f3(x) se tiene que

nl = ρ+ 0.5 + (l − 1)(ρ+ ς + 1),
γ = ρ+ ς + 1,
ρ = | mini,j{ueq,yi + ueq,zj } |,
ς = | maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } | .
(2.5)
Del onjunto de euaiones (2.5), ueq,yi y u
eq,z
j son los vetores para las variables
y y z relaionados a los puntos de equilibrio. Los puntos de equilibrio del sistema
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(2.3) se obtienen a partir de 

x+ y + z = f3(x),
y = f1(y),
z = f1(z),
(2.6)
y están dados por [83℄:{
ueq,y = {−My, . . . , −1, 0, 1, . . . , Ny},
ueq,z = {−Mz , . . . , −1, 0, 1, . . . , Nz}.
(2.7)
Finalmente, los puntos de equilibrio del sistema (2.3) resultan ser
υeq = {[(l − 1)(ς + 1 + ρ)− ueq,y − ueq,z ueq,y ueq,z]T | i = 1, 2, . . . ,
My +Ny + 1; j = 1, 2, . . . Mz +Nz + 1; l = 1, 2, . . . , k}.
(2.8)
En la Tabla 2.2 se muestran algunas modalidades de atratores aótios
generados on el osilador GenesioTesi 3D desrito por las euaiones (2.3).
Para onluir el apítulo, remararemos al letor que los modelos que aabamos
de desribir, los uales son osiladores aótios generadores de atratores on
múltiples enrollamientos, serán usados para onformar las redes omplejas de mundo
pequeño que se sinronizan en el Capítulo 4. A ontinuaión, damos paso a la
desripión de las redes omplejas de mundo pequeño, que es donde se desribe la
aportaión prinipal de este trabajo.
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Parámetros Atrator aótio


a = 0.8,
My = 0,
Ny = 1,
Mz = 0,
Nz = 1,
k = 2.
−2
−1
0
1
2
3
−1
0
1
2
−0.5
0
0.5
1
1.5
x(t)y(t)
z(t
)
Fig. 2.5: Atrator aótio de 2×2×2 enr.
usando x(0) = [0.2, −0.1, 0.1].


a = 0.8,
My = 0,
Ny = 1,
Mz = 0,
Nz = 1,
k = 4.
−2 0
2 4
6 8
10
−0.5
0
0.5
1
1.5
2
−1
−0.5
0
0.5
1
1.5
x(t)
y(t)
z(t
)
Fig. 2.6: Atrator aótio de 4×2×2 enr.
usando x(0) = [−0.3, 0.5, −0.1].


a = 0.8,
My = 2,
Ny = 2,
Mz = 2,
Nz = 2,
k = 2.
0
5
10
15
−2
−1
0
1
2
3
−4
−3
−2
−1
0
1
2
3
4
x(t)
y(t)
z(t
)
Fig. 2.7: Atrator aótio de 2×5×5 enr.
usando x(0) = [0.6, 0.15, −0.9].
Tabla 2.2: Parámetros y su modalidad del atrator aótio generado on el onjunto
de euaiones (2.3) para algunos valores reportados en [83, 85℄.
Capítulo 3
Redes ompejas de mundo pequeño
Las redes omplejas de mundo pequeño tienen sus iniios en los años 1960, uando
Stanley Milgram llevó a abo un experimento soial que derivó en el ampliamente
difundido onepto de los seis grados de separaión [87℄. De auerdo on [12, 88℄, el
experimento de Milgram onsistió en la repartiión aleatoria de artas, uyo destino
era Boston, a personas en Nebraska que pudieran onoer al destinatario. Milgram
desubrió que le tomaba un promedio de seis pasos a las artas llegar de Nebraska a
Boston. Con este resultado, S. Milgram onluyó que seis es el número promedio de
onoidos que separa a la gente de todo mundo.
Las redes de mundo pequeño se volvieron muy populares después de que D.J.
Watts y S.H. Strogatz publiaran el primer algoritmo que introdue esta propiedad a
la topología de una red ompleja regular. Watts y Strogatz mostraron exitosamente
que la red ompleja resultante umplía on dos araterístias prinipales: oeiente
de agrupamiento alto y longitud promedio del amino más orto baja [12℄. Muhos
investigadores entraron su atenión en este tipo de redes durante los años
posteriores, lo que resultó en un aumento de una buena antidad de onoimiento
sobre el tema.
3.1 Propiedad de mundo pequeño
A pesar de que el onepto de mundo pequeño fue derivado de un experimento soial,
numerosas son las apliaiones en ampos tan diversos omo la ingeniería [89℄, la
mediina [90℄ y la biología [91,92℄, por menionar algunos, lo que ha provoado que
el tópio sea ampliamente estudiado en la atualidad.
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La propiedad de mundo pequeño se reere a la existenia de enlaes de largo
alane o atajos que onetan pares de nodos distantes en la red, en donde está
implíito el onepto de los seis grados de separaión, ya que se requiere un número
bajo de pasos para alanzar ualquier nodo de la red.
Las araterístias de las redes omplejas que se ven afetadas por esta
propiedad son las siguientes: en primer lugar, el oeiente de agrupamiento, el ual
se reere a la fraión promedio de pares de veinos de un nodo, que son veinos entre
sí. ci es el oeiente de agrupamiento del nodo i y se dene omo el oiente entre
el número Ei de enlaes reales existentes entre los ki nodos veinos de i y el número
total ki(ki− 1)/2 de enlaes posibles, por lo tanto, el oeiente de agrupamiento C
de la red es el promedio de los ci sobre todos los nodos i
C =
1
N
N∑
i=1
2Ei
ki(ki − 1) , (3.1)
donde N es el tamaño de la red. La Fig. 3.1 ejemplia el álulo del oeiente
de agrupamiento de una red ompleja de N = 8 para un mejor entendimiento. El
oeiente de agrupamiento de la red, desrito por la euaión (3.1), es C = 0.4167.
Por otro lado, la longitud promedio del amino más orto L se dene omo
la distania más orta promedio entre ualquier par de nodos de la red [28, 41, 93℄,
Fig. 3.1: Parámetros de ada nodo neesarios para el álulo del oeiente de
agrupamiento, donde ki es el número de veinos del nodo i, Ei es el número de enlaes
reales existentes entre sus ki veinos y ci es el oeiente de agrupamiento del nodo
i que da omo resultado un oeiente de agrupamiento de la red de CRed = 0.4167.
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denida omo sigue
L =
1
N(N − 1)
N∑
∀i,j,i 6=j
ℓij , (3.2)
donde ℓij es la distania más orta entre los nodos i y j. Considerando que para redes
omplejas no direionas la distania más orta del nodo i al nodo j es la misma que
del j al i, y on nes de programaión, la euaión (3.2) puede simpliarse de la
siguiente manera
L =
2
N(N − 1)
N−1∑
i=1
N∑
j=i+1
ℓij, (3.3)
donde se redue de N(N − 1) aminos a obtener on la euaión (3.2) a N(N − 1)/2
on la euaión (3.3). En la Fig. 3.2 se ejemplia el álulo de la longitud promedio
del amino más orto de una red ompleja empleando la euaión (3.3) para N = 6.
Debido a la existenia de los enlaes de largo alane, las redes omplejas de
mundo pequeño tienen oeiente de agrupamiento C(N, k, p) alto y una longitud
promedio del amino más orto L(N, k, p) baja.
La longitud promedio del amino más orto es sin duda la araterístia
más investigada de este tipo de redes. Diferentes estudios han demostrado la
inuenia que tiene su disminuión en el proeso de llevar a abo una tarea espeía.
Algunas de las apliaiones que han probado exitosamente sus beneios inluyen
la generaión de memoria asoiativa [94℄, aumento de apaidad de la memoria en
redes neuronales [89℄, diseminaión de informaión y epidemias [9597℄.
A ontinuaión, desribiremos brevemente los dos algoritmos de mundo
pequeño más importantes, para posteriormente dar paso a la desripión de nuestra
Fig. 3.2: Cálulo de la longitud promedio del amino más orto usando la euaión
(3.3) para N = 6, donde ℓi = 1 para 1 ≤ i ≤ 6.
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aportaión, la ual resulta ser una manera alternativa de introduir la propiedad de
mundo pequeño.
3.2 Algoritmo de mundo pequeño WattsStrogatz
En 1998 D.J. Watts y S.H. Strogatz propusieron un algoritmo para introduir la
propiedad de mundo pequeño en una red regular [12℄. La topología de diha red
ompleja es la que se onoe omo de veino más erano, que onsiste en un arreglo
en anillo on ondiiones de onexión periódias [14℄.
El modelo de mundo pequeño WattsStrogatz se rea al reablear uno de los
extremos de ierta antidad de los enlaes existentes a posiiones nuevas, las uales
son elegidas aleatoriamente. Las restriiones que deben umplirse para ajustarse al
modelo son las siguientes:
1. El tamaño de la red permanee onstante.
2. La antidad de enlaes permanee onstante.
3. Ningún nodo debe tener múltiples enlaes on otro.
4. Ningún nodo debe tener enlaes onsigo mismo.
5. Cumplir la relaión N ≫ k ≫ ln(N)≫ 1 para evitar grupos aislados [12℄,
Fig. 3.3: Evoluión del algoritmo de mundo pequeño de WattsStrogatz. Las líneas
sólidas son los enlaes en su posiión original. Las líneas punteadas son los enlaes
reableados a su nueva posiión, elegida aleatoriamente.
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donde N es el tamaño de la red ompleja, k es la ondiión de onexión periódia,
i.e., el nodo i está onetado on sus i ± 1, i ± 2, . . . , i ± k nodos veinos; p es la
probabilidad para reablear un enlae, por lo tanto,
Nkp, (3.4)
son los enlaes de largo alane que se pueden introduir a la topología. En la Fig.
3.3 se muestra la evoluión del algoritmo de mundo pequeño de WattsStrogatz,
donde puede apreiarse que este tipo de redes omplejas, son el intermedio entre las
redes regulares y las aleatorias.
Cuando p = 0, la topología permanee sin ambio y la red ompleja se onsidera
regular. Cuando 0 < p < 1 se obtiene una red ompleja de mundo pequeño. En el
punto en el que p = 1, todos los enlaes han sido reableados y la red ompleja se
ha onvertido en una aleatoria. Un aspeto importante a onsiderar es el heho de
que este algoritmo puede llevar a la reaión de grupos aislados.
En la Fig. 3.4 se muestra la evoluión del oeiente de agrupamiento, el ual
presenta un pequeño deremento para p ≈ 0 y ontinúa desendiendo en funión de
la probabilidad, hasta alanzar un mínimo para p = 1. Por otro lado, la longitud
promedio del amino más orto sufre un abrupto deremento para p ≈ 0 y alanza
rápidamente un mínimo que onserva hasta alanzar p = 1.
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Fig. 3.4: Evoluión del oeiente de agrupamiento C(p) y la longitud promedio del
amino más orto L(p) normalizados reableando onexiones, para una red N = 500
on ondiión de onexión k = 10.
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Por último, se desriben brevemente las ventajas y desventajas que pueden
observarse en el algoritmo WattsStrogatz, para proeder posteriormente a desribir
el algoritmo de NewmanWatts.
 Ventajas:
 C(p) permanee asi sin ambio para valores de p ≈ 0, que implia que la
onetividad iniial entre nodos permanee.
 Desventajas:
 Dependiendo de la ondiión de onexión iniial k, se pierde alrededor del
90 % de C(p) para p ≈ 1 (Fig. 3.4), que implia esasa onetividad entre
los nodos.
 Disminuión de la longitud promedio del amino más orto en una
proporión que puede superarse.
 La reonexión de enlaes puede llevar a la generaión de grupos aislados.
3.3 Algoritmo de mundo pequeño NewmanWatts
Después de que Watts y Strogatz publiaron su algoritmo para generar redes
omplejas de mundo pequeño, una nueva versión surgió al año siguiente a la apariión
de este trabajo pionero. En 1999, M.E.J. Newman y D.J. Watts propusieron su
versión modiada del algoritmo de mundo pequeño original [13, 14℄.
El algoritmo de NewmanWatts, de igual manera que el algoritmo anterior,
parte de la topología de veino más erano. La propiedad de mundo pequeño se
introdue al agregar enlaes nuevos a pares de nodos elegidos aleatoriamente [13,14℄.
Las restriiones de este algoritmo permaneen asi sin ambio, a exepión de la
segunda, la ual es eliminada ya que el número de enlaes varia en funión de la
probabilidad. Aunque este algoritmo no genera grupos aislados, la quinta restriión
se mantiene on el objetivo de partir de una red esasamente onetada.
Para determinar la antidad de enlaes que se agregan a la red se onsidera lo
siguiente:
i). El nodo i está onetado on sus 2k nodos veinos.
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ii). La uarta restriión no permite que el nodo i tenga onexiones onsigo mismo,
por lo tanto, i solo puede onetar a los N − (2k + 1) nodos restantes. Esto
implia que para toda la red ompleja tenemos N(N − (2k + 1)) onexiones
restantes.
iii). Al ser una red no direionada y al estar prohibidas las onexiones múltiples
entre pares de nodos, tenemos que N(N − (2k+1))/2 son los enlaes restantes
posibles.
Conforme se aplia el algoritmo de NewmanWatts y la probabilidad aumenta,
se introduen en la red ompleja
N(N − (2k + 1))p
2
, (3.5)
enlaes de largo alane. En la Fig. 3.5 se muestra la evoluión del algoritmo de
mundo pequeño de NewmanWatts. Cuando p = 0, al igual que en el aso anterior,
la topología permanee sin ambio y la red se onsidera regular. Cuando 0 < p < 1
se obtiene una red ompleja de mundo pequeño a través del agregado de enlaes a
pares de nodos aleatoriamente elegidos. En el punto en el que p = 1 todos los enlaes
posibles han sido agregados y la red ompleja está aoplada en su totalidad.
En la Fig. 3.6 se muestra la evoluión del oeiente de agrupamiento, el
ual muestra poo ambio para p ≈ 0 y alanza el máximo valor posible para
probabilidades eranas a uno. Por otro lado, la longitud promedio del amino
Fig. 3.5: Evoluión del algoritmo de mundo pequeño de NewmanWatts. Las líneas
sólidas son los enlaes en su posiión original. Las líneas punteadas son los enlaes
agregados en posiiones elegidas aleatoriamente.
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más orto desiende onsiderablemente para p ≈ 0 hasta alanzar un mínimo que
onserva hasta que p = 1.
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Fig. 3.6: Evoluión del oeiente de agrupamiento C(p) y la longitud promedio del
amino más orto L(p) normalizados agregando onexiones, para una red N = 500
on ondiión de onexión k = 10.
Por último, se enlistan las ventajas y desventajas que pueden observarse en
el algoritmo de NewmanWatts, para dar paso a la desripión del proedimiento
propuesto para introduir la propiedad de mundo pequeño.
 Ventajas:
 Para p ≈ 1 se alanza el máximo C(p) posible para una red ompleja (Fig.
3.6).
 La longitud de amino más orto promedio disminuye en mayor proporión
que usando WattsStrogatz.
 No genera grupos aislados.
 Desventajas:
 Para p ≈ 0 se pierde alrededor del 50 % de C(p) (Fig. 3.6).
 Para alanzar el máximo valor de C(p), es neesario modiar la red en
gran medida, es deir, se requiere p ≈ 1.
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3.4 Algoritmo de mundo pequeño propuesto
En la presente seión se desribe el algoritmo que se propone omo alternativa para
introduir la propiedad de mundo pequeño a una red ompleja. Se empieza on breve
omparaión de los algoritmos desritos, on la intenión de generar una perspetiva
de las araterístias que hereda la metodología propuesta.
La ventaja más destaable del algoritmo de WattsStrogatz es la invariabilidad
que ausa en el oeiente de agrupamiento para p ≈ 0, ontrarrestada por la esasa
onetividad que genera para p ≈ 1. Aunque la longitud promedio del amino más
orto sufre una disminuión onsiderable para p > 0, se busa superar la magnitud
de la disminuión.
Por otro lado, el algoritmo de NewmanWatts presenta una disminuión del
oeiente de agrupamiento, alrededor del 50 %, para valores intermedios de la
probabilidad, justo antes de iniiar su asenso haia el máximo valor posible. Su
longitud promedio del amino más orto presenta un deremento superior al del
algoritmo de WattsStrogatz.
En este punto, se onsidera pertinente reordarle al letor que propiiar el
fenómeno de sinronizaión en la red, optimizando su apaidad de propagaión a
través de la reduión de la distania promedio nodo a nodo, es uno de los objetivos
del trabajo. Para este n, se propone un algoritmo de mundo pequeño on las
siguientes restriiones:
1. El tamaño de la red debe permaneer onstante.
2. La red debe poder modelarse omo un grafo simple.
3. Cumplir la relaión N ≫ k ≫ ln(N)≫ 1.
4. Restringir la ondiión de onexión a k ≤ 16% N .
La primera restriión permite onoer ómo varía la topología de la red en
funión de la probabilidad. La segunda restriión evita la existenia de enlaes
múltiples entre pares de nodos y enlaes onsigo mismo. La terera restriión
previene la existenia de grupos aislados. Por último, la uarta restriión garantiza
que las onexiones de largo alane introduidas se ajuste a la euaión (3.6).
La propiedad de mundo pequeño se introdue a la topología llevando a abo
los pasos desritos en el Algoritmo 1. En la Fig. 3.7 se muestra la evoluión del
algoritmo propuesto para reforzar la expliaión del modelo alternativo.
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Fig. 3.7: Evoluión del algoritmo de mundo pequeño propuesto que introdue 2Nkp
triángulos, para amortiguar la pérdida de oeiente de agrupamiento, generada por
el reableo o agregado aleatorio de enlaes. En amarillo y verde los veinos del nodo
que envía y del que reibe la onexión, respetivamente. La línea sólida en azul es el
enlae reableado y su posiión original es la línea azul en guiones. Las líneas rojas
son los enlaes agregados para generar dos triángulos por ada triada.
Algoritmo 1. Algoritmo para introduir la propiedad de mundo
pequeño en una red ompleja
1. Se iniia on una red en topología del veino más erano, donde se onoe el
tamaño N y la ondiión de onexión k, Fig. 3.8.
Fig. 3.8: Paso 1: Red ompleja regular de N = 16 on ondiión de onexión k = 2.
2. Para un valor de probabilidad p determinado, reablear uno de los extremos
de Nkp de los enlaes existentes a posiiones aleatoriamente elegidas, Fig. 3.9.
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Fig. 3.9: Paso 2: Red ompleja on tres onexiones reableadas en azul, verde y afé
(líneas sólidas) y su posiión original en líneas punteadas.
3. Almaenar y disriminar el índie de los veinos de los nodos que onetó el
enlae reableado, Fig. 3.10.
Fig. 3.10: Paso 3: Se identian los veinos de los nodos que oneta el enlae
reableado.
4. Agregar 2 onexiones por ada una reableada omo sigue, Fig. 3.11:
(a) Conetar el nodo que reibió la onexión on uno de los veinos, elegido
aleatoriamente, del nodo que la envía. Si todos los veinos del nodo que
envió la onexión ya son veinos del nodo que la reibe, omitir el agregado.
(b) Conetar el nodo que envió la onexión on uno de los veinos,
aleatoriamente elegido, del nodo que la reibió. Si todos los veinos del
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nodo que reibió la onexión ya son veinos del nodo que la envía, omitir
el agregado.
Fig. 3.11: Paso 4: Se agregan 2 onexiones (líneas en guíonpunto) en el patrón
desrito para introduir dos triángulos por ada enlae reableado.
5. Agregar aleatoriamente lasN(N−(2k+1))p/2−2Nkp+φ onexiones restantes,
donde φ son el total de las onexiones omitidas, Fig. 3.12.
Fig. 3.12: Paso 5: Se agregan las N(N − (2k + 1))p/2 − 2Nkp + φ = 3 onexiones
restantes (líneas naranja) para ompletar el número iniialmente alulado.
Nota: Es altamente probable que φ = 0 debido a las restriiones 3 y 4,
sin embargo, al estar sujetos a la probabilidad, no se desarta que llegue a
presentarse el sueso.
Con esta manera de generar redes omplejas de mundo pequeño, se introduen
a la topología
Nkp +
N(N − (2k + 1))p
2
=
N(N − 1)p
2
, (3.6)
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enlaes de largo alane que onetan nodos distantes en la red ompleja. De manera
general, se puede apreiar que se agregan dos enlaes por ada uno de los que se
reablean, por lo que es de suma importania respetar la uarta restriión, la ual
previene ondiiones en las que N(N − (2k + 1))p/2 < 2Nkp, uyo punto rítio
depende de la ondiión de onexión periódia k y el tamaño de la red N y se
obtiene omo sigue
N(N − (2k + 1))p/2 ≥ 2Nkp,
N(N − 1)p− 2Nkp ≥ 4Nkp,
N(N − 1)p ≥ 6Nkp,
k ≤ N(N − 1)p/6Np,
k ≤ (N − 1)/6,
k ≤ 0.1667(N − 1) ≈ 16.67% N.
(3.7)
Como se puede ver, de igual manera que en los algoritmos desritos
anteriormente, para p = 0 la red permanee sin ambio y es onsiderada regular. Para
valores de 0 < p < 1 la red presenta la propiedad de mundo pequeño. Esto se logra
reableando ierta antidad de enlaes, determinada por la probabilidad, a posiiones
aleatoriamente elegidas. Ya fue mostrado (algoritmo WattsStrogatz) que este
proedimiento degrada el oeiente de agrupamiento onsiderablemente. Por tal
motivo, se pretende atenuar diho efeto haiendo uso del agregado de enlaes, el ual
mejora esta araterístia para p ≈ 1. Sin embargo, el agregado aleatorio empeora
para iertos valores de la probabilidad lo que se pretende proteger, por lo que se
introdue el patrón desrito para atenuar diha pérdida. El resultado nal es una red
ompleja de mundo pequeño on oeiente de agrupamiento C(N, k, p) y longitud
promedio de amino más orto L(N, k, p) similares a las araterístias generadas por
el algoritmo de NewmanWatts, pero on lara ventaja para propiiar el fenómeno
de sinronía en la red ompleja, omo mostraremos en el Capítulo 4. Aunque es
posible aentuar una disminuión en L(N, k, p) usando el algoritmo propuesto, sería
neesario que k ≈ 16.67% N , que umple on la restriión previamente estableida,
sin embargo, para redes omplejas grandes, esta ondiión de onexión resulta un
valor alto, lo que puede llegar a ser inviable y orresponder poo on la realidad. Por
último, uando p = 1 la red se enuentra ompletamente aoplada y ha vuelto a ser
regular.
En la Fig. 3.13 se ilustran el oeiente de agrupamiento y la longitud promedio
del amino más orto generados por el algoritmo desrito. Al omparar los efetos
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Fig. 3.13: Evoluión del oeiente de agrupamiento C(p) y la longitud promedio
del amino más orto L(p) normalizados introduiendo triángulos en la topología, a
través del reableado y agregado de enlaes en una red N = 500 on ondiión de
onexión k = 10.
del algoritmo NewmanWatts, se apreia que el omportamiento predominante es
produido por el agregado de las onexiones.
En la Fig. 3.14 se muestra la evoluión del oeiente de agrupamiento
C(N, k, p) produido por el algoritmo propuesto para diferentes valores de N y
k. En la Fig. 3.14 (a) se observa que si se mantiene jo el tamaño de la red
N e inrementamos la ondiión de onexión k, el oeiente de agrupamiento
experimenta un aumento, ya que a mayor número de onexiones existentes en la red
ompleja, mayor onetividad existe entre los nodos. En la Fig. 3.14 (b) podemos
notar que al jar la ondiión de onexión k, si variamos el tamaño de la red N , el
algoritmo propuesto produe un oeiente de agrupamiento C(N, k, p) mayor para
valores menores de la probabilidad p. Esto se puede orroborar si omparamos la
magnitud de la línea que orresponde a N5 = 500, la ual ruza C(N, k, p) = 0.5
en p ≈ 0.2, mientras que las orrespondientes a N1 = 100, N2 = 200 y N3 = 300,
requieren que p = 0.5.
La Fig. 3.15 muestra el omportamiento de la longitud promedio del amino
más orto L(N, k, p) normalizado en L(N, k, 0) para diferentes valores del tamaño
de la red ompleja N y la ondiión de onexión periódia k.
En la Fig. 3.15 (a) se puede ver que al dejar ja la ondiión de onexión
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Fig. 3.14: (a) Coeiente de agrupamiento C(N, k, p) generado por el algoritmo
propuesto para una red ompleja ompuesta por N = 200 on ondiión de onexión
periódia kj = 2, 4, 6, 8, 10, donde 1 ≤ j ≤ 5. (b) Coeiente de agrupamiento
C(N, k, p) generado por el algoritmo propuesto en una red ompleja on ondiión
de onexión periódia k = 2, para los tamaños Nj = 100, 200, 300, 400, 500 donde
1 ≤ j ≤ 5.
periódia k y variar el tamaño de la red ompleja N , se requieren más pasos para
onetar ualquier par de nodos de la red ompleja. Esto es ongruente on lo que
suede on los otros algoritmos de mundo pequeño, sin embargo, el aumento es
inferior uando se usa la metodología propuesta o NewmanWatts.
Por otro lado, la Fig. 3.15 (b) muestra la evoluión de L(N, k, p) para diferentes
valores de la ondiión de onexión periódia k. Se puede apreiar que al jar el
tamaño de la red ompleja N y aumentar gradualmente la ondiión de onexión,
los nodos pueden omuniarse on mayor failidad debido a la existenia de una
mayor antidad de enlaes.
En el Capítulo 4, se emplearán los tres algoritmos desritos para introduir la
propiedad de mundo pequeño en redes omplejas de diferentes tamaños. El objetivo
es determinar los efetos, tanto de esta propiedad omo del patrón de onexión
introduido a través del algoritmo propuesto, en el proeso de llevar una red ompleja
a la sinronía, teniendo en uenta que la reduión de la distania promedio más orta
entre pares de nodos, así omo la propagaión eaz de las dinámias aótias a lo
largo de la red ompleja, nos permitirá propiiar el fenómeno y por lo tanto, será
posible emplear un esfuerzo de aoplamiento menor, lo que generaría una ley de
ontrol menos invasiva.
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Fig. 3.15: (a) Longitud promedio del amino más orto L(N, k, p) generado por el
algoritmo propuesto en una red ompleja on ondiión de onexión periódia k = 2
para los tamaños Nj = 100, 300, 500, 700, donde 1 ≤ j ≤ 4. (b) Longitud promedio
del amino más orto L(N, k, p) para una red ompleja ompuesta por N = 500 on
ondiión de onexión periódia kj = 2, 4, 6, 10, donde 1 ≤ j ≤ 4.
Con esto se onluye el presente apítulo, y se da paso a la presentaión de los
resultados de sinronizaión.
Capítulo 4
Sinronizaión aótia de redes
omplejas de mundo pequeño
En este apítulo se proporionan los preliminares matemátios neesarios para
omprender la sinronizaión de las redes omplejas. Se presentan también los
resultados de las simulaiones numérias de la sinronizaión de redes omplejas
de mundo pequeño, generadas on los algoritmos desritos en el Capítulo 3.
De manera general, se han venido llamando nodos a los elementos que
omponen a las redes omplejas, sin embargo, a partir de este punto serán referidos
omo osiladores aótios. Por lo tanto, en este apítulo se presenta la sinronizaión
de redes omplejas que exhiben la propiedad de mundo pequeño en su topología,
uyos elementos son osiladores aótios, los uales son apaes de generar atratores
de múltiples enrollamiento y fueron desritos en el Capítulo 2.
4.1 Preliminares matemátios
En el Capítulo 1, Seión 1.4.3 ya fue desrito de manera general el onepto de
sinronía, sin embargo, debido a que los sistemas que forman la red ompleja exhiben
omportamiento aótio, es preiso proporionarlo on el enfoque de diho régimen.
La sinronizaión de aos se presenta uando dos o más sistemas aótios
ajustan su movimiento a un omportamiento omún, esto debido a un aoplamiento
o forzamiento [98℄. Los tipos de sinronizaión aótia más onoidos son:
 Sinronizaión idéntia (SI) [98, 99℄: onsiste en un enganhe perfeto de
las trayetorias de los sistemas, logrado a través del aoplamiento [98℄, denida
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omo sigue:
lim
t→∞
‖x(t)− xˆ(t)‖ = 0. (4.1)
 Sinronizaión aproximada (SA) [98, 99℄: se reere a la diferenia
asintótia, existente entre el onjunto de variables de un sistema aótio y
el orrespondiente onjunto de otro, atrapada dentro de una ota previamente
estableida [98℄, representada de la siguiente manera:
lim
t→∞
‖x(t)− xˆ(t)‖ < ρ, ρ > 0. (4.2)
 Sinronizaión parial (SP) [99, 100℄: se die que dos sistemas aótios
están parialmente sinronizados si al menos uno de sus estados alanza
sinronizaión idéntia o aproximada y al menos uno de ellos no sinroniza
de manera idéntia o aproximada.
En este trabajo de tesis se pretende alanzar sinronizaión idéntia, ya que de
auerdo on su deniión matemátia, implia mayor exigenia que la sinronizaión
aproximada; por otro lado, estamos interesados en usar osiladores aótios idéntios,
lo que deja abierta la posibilidad de que se presente sinronizaión parial.
4.1.1 Modelo de red ompleja y su sinronizaión
Considere una red dinámia ompuesta por N osiladores aótios idéntios, los
uales se enuentran linealmente aoplados y ada uno es un sistema dinámio de
dimensión n. Las euaiones de estado de la red están dadas por:
x˙i = f(xi) + c
N∑
j=1
µijΓxj , xi(0), i = 1, 2, . . . , N, (4.3)
donde xi = [xi1 xi2 . . . xin] ∈ ℜn es el vetor de estados del osilador aótio i. xi(0)
representa el vetor de ondiiones iniiales del osilador aótio i. La onstante
c > 0 representa la fuerza de aoplamiento de la red ompleja y Γ ∈ ℜn×n es una
matriz onstante de 0-1's que relaiona las variables de estado aopladas. Se asume
para mayor simpliidad Γ = diag(r1, r2, . . . , rn) que es una matriz diagonal on
ri = 1 para una i en partiular y rj = 0 para j 6= i, lo que signia que dos nodos
están aoplados a través de su i-ésima variable de estado.
La topología de la red ompleja se representa matemátiamente a través de la
matriz de aoplamiento M ∈ ℜN×N , on elementos µij para i, j = 1, . . . , N , donde
38
µij = 1 si existe onexión entre el osilador aótio i y el osilador aótio j, en
aso ontrario µij = 0 (i 6= j). Los elementos de la diagonal prinipal de M están
denidos omo sigue:
µii = −
N∑
j=1,j 6=i
µij = −
N∑
j=1,j 6=i
µji, i = 1, 2, . . . , N. (4.4)
La red dinámia desrita por la euaión (4.3) se die que logra sinronizaión
(asintótia) si:
x1(t) = x2(t) = · · · = xN (t), t→∞, (4.5)
dado que la sinronizaión del estado es la soluión s(t) ∈ ℜn de un osilador aótio
aislado, esto es
s˙(t) = f(s(t)), (4.6)
donde s(t) puede ser un punto de equilibrio, una órbita periódia o un atrator
aótio. La estabilidad de la sinronizaión del estado
x1(t) = x2(t) = · · · = xN(t) = s(t), (4.7)
de la red (4.3) está determinada por la dinámia de un osilador aótio aislado, la
fuerza de aoplamiento c, la matriz que relaiona los estados aoplados Γ y la matriz
de aoplamiento M [65℄.
En este trabajo de tesis, la sinronía estará garantizada por un estudio de
estabilidad del error de sinronizaión entre pares de osiladores aótios, el ual al
estar en funión de la fuerza de aoplamiento c, permite obtener al menos la ota
mínima neesaria para llevar a las trayetorias a su punto de equilibrio.
4.2 Resultados de sinronizaión aótia
A ontinuaión, se presentarán los resultados de la sinronizaión de redes omplejas
de mundo pequeño. Para propósitos omparativos, se emplearon los tres algoritmo
desritos en el Capítulo 3 para los asos siguientes: primeramente, se sinronizan
dos redes omplejas de mundo pequeño ompuestas por el osilador aótio Chua
generalizado, desrito por el onjunto de euaiones (2.1), para ondiiones de
N1,2 = 100, 400 y k = 1, 2, 5, busando la sinronía desde p > 0. Posteriormente,
se empleó el osilador aótio de GenesioTesi 3D, desrito por las euaiones (2.3)-
(2.5), para onformar el siguiente grupo de resultados, donde se usó N1,2 = 300, 500
y k = 1, 2, 5, barriendo nuevamente la probabilidad desde p > 0.
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Es importante menionar que la sinronía entre los osiladores aótios se
estará orroborando de manera gráa, ya sea a través del plano de fase (línea a
45◦ → x(t) = xˆ(t)) entre las variables orrespondientes de los osiladores aótios
involurados, veriando la evoluión en el tiempo de los estados o analizando las
trayetorias del sistema dinámio del error de sinronizaión, el ual garantiza que
la expresión limt→∞ ‖x(t)− xˆ(t)‖ = 0 se umple.
4.2.1 Caso 1: sinronizaión usando Chua generalizado
En esta seión se presentan los resultados numérios de la sinronizaión de redes
omplejas de mundo pequeño, las uales están formadas por N1 = 100 (aso 1a) y
N2 = 400 (aso 1b) osiladores aótios de Chua generalizado. De auerdo on la
euaión (4.3) y el modelo dinámio del osilador aótio usado (2.1), las euaiones
de estado de ada una de las redes omplejas están dadas por

x˙i = α [yi − h(xi)] + c
N∑
j=1
µijxi,
y˙i = xi − yi + zi,
z˙i = −βyi,
(4.8)
on la araterístia lineal a trozos siguiente:
h(xi) = m2q−1xi +
1
2
2q−1∑
l=1
(ml−1 −ml)(|xi + bl| − |xi − bl|), (4.9)
para 1 ≤ i ≤ N1,2. Las ondiiones iniiales para ada osilador aótio de las
redes son generadas, aleatoriamente y sin repetiión, en el rango de [−10, 10]. La
matriz que relaiona los estados aoplados se denió omo Γ = diag(1, 0, 0), lo que
implia que ada osilador aótio está aoplado a través de su variable de estado
x(t). Nótese que el únio parámetro desonoido es la fuerza de aoplamiento c, la
ual se obtiene omo se desribe enseguida.
4.2.1.1 Cálulo de la fuerza de aoplamiento para el osilador de Chua
generalizado
A ontinuaión, se desribe el proedimiento utilizado para alular la fuerza de
aoplamiento neesaria para sinronizar la red ompleja, desrita por el onjunto
de euaiones (4.8), y que fue propuesto en [2℄. Este método se basa en la teoría
de estabilidad de Lyapunov, lo que implia que solo provee ondiiones suientes
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y por lo tanto, no se deben desartar otros valor que puedan llevar a nuestra red
a la sinronía. El objetivo general de este proedimiento, radia en un estudio de
estabilidad del sistema dinámio del error de sinronizaión, obtenido entre ualquier
par de osiladores aótios de la red ompleja. Se podrá apreiar que la estabilidad
del sistema del error resultante estará determinada por la fuerza de aoplamiento c,
lo que nos permite elegir el rango de la misma para garantizar la sinronizaión.
Consideramos ualquier par de osilador aótio de la red ompleja (4.8) que
se enuentren aoplados, el error de sinronizaión entre sus variables de estado está
dado por 

e1 = x1 − x2,
e2 = y1 − y2,
e3 = z1 − z2,
(4.10)
si se manipula el primer estado del osilador aótio (2.1) de la siguiente manera
x˙ = −αm2q−1x+ αy − α(ml−1 −ml)sat(x) l = 1, ..., 2q − 1, (4.11)
donde
sat(x) =
1
2
(|x+ bl| − |x− bl|) l = 1, ..., 2q − 1, (4.12)
y se onsidera omo equivalenia la desigualdad [101℄
| sat(x)− sat(y) |≤| x− y |, (4.13)
se obtiene el siguiente sistema dinámio del error de sinronizaión

e˙1 = −(αm2q−1 + 2c)e1 − α (mi−1 −mi) |e1|+ αe2,
e˙2 = e1 − e2 + e3,
e˙3 = −βe2.
(4.14)
Estudiamos la estabilidad del sistema desrito por las euaiones (4.14) a través
de la teoría de estabilidad de sistemas perturbados. Se puede suponer que x = 0
es un punto de equilibrio del sistema (4.14) exponenialmente estable, obtenido
estableiendo e˙1 = e˙2 = e˙3 = 0. A ontinuaión, el sistema dinámio del error
de sinronizaión (4.14) es visto omo un sistema perturbado de la forma
x˙ = f(t, x) + g(t, x), (4.15)
donde {
f(t, x) Sistema nominal,
g(t, x) Perturbaión.
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Se onsidera que g(t, x) es una perturbaión desvaneiente, es deir, g(t, 0) = 0.
Además, ualquier funión g(t, x) que se desvaneza en el origen y sea loalmente
Lipshitz en x uniformemente en t para todo t ≥ 0 en un veindario aotado del
origen, satisfae la siguiente desigualdad [101℄
‖g(t, x)‖ ≤ γ‖x‖, ∀ t ≥ 0, ∀ x ∈ D. (4.16)
Por lo tanto, es posible desribir el sistema dinámio del error de sinronizaión
omo sigue
f(t, e) = Ae =


−ρ1 α 0
1 −1 1
0 −β 0




e1
e2
e3

 , (4.17)
g(t, e) =


ρ2|e1|
0
0

 , (4.18)
donde {
ρ1 = (αm2q−1 + 2c),
ρ2 = −α(mi−1 −mi) i = 1, . . . , 2q − 1,
(4.19)
obteniendo así
e˙ = f(t, e) + g(t, e). (4.20)
A ontinuaión, se presenta el estudio de estabilidad para el aso en el que el
osilador aótio de Chua generalizado, desrito por las euaiones (2.1), genera 5
enrollamiento on los parámetros proporionados en el segundo aso de la Tabla 2.1.
Los valores propios de la matriz A de la euaión (4.17) son las raíes del
polinomio que resulta de det(λI−A), dado por
λ3 + (αm2q−1 + 2c+ 1)λ
2 + (β + αm2q−1 + 2c− α)λ+ βαm2q−1 + 2βc, (4.21)
el ual está en funión de la fuerza de aoplamiento  y los parámetros del sistema.
Sustituyendo los parámetros del sistema en la euaión (4.21), se obtiene que
λ3 +
(
2c− 73
35
)
λ2 +
(
2c+
11
5
)
λ+
(
200
7
)
c− 2160
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, (4.22)
de donde se determina que para c ≥ 5.2, los valores propios de la matriz
A son negativos. Eligiendo c = 7, los valores propios de A son λ(A) =
{−11.6709; −0.1217 ± 3.6530i}, donde se apreia Re(λ1,2,3(A)) < 0, lo que implia
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que A es Hurwitz. El siguiente paso es enontrar la soluión de la euaión de
Lyapunov PA+ATP = −I, de donde resulta que
P =


1.2322 1.4387 −1.8543
1.4387 1.9737 0.035
−1.8543 0.035 30.0856

 , (4.23)
uyos valores propios están dados por λ(P) = {0.0426; 3.0445; 30.2044}.
La funión andidata de Lyapunov V (e) = eTPe satisfae de manera partiular
las ondiiones siguientes
λmin(P)‖e‖22 ≤ V (t, e) ≤ λmax(P)‖e‖22, (4.24)
∂V
∂e
Ae = −eTQe ≤ −λmin(Q)‖e‖22, (4.25)∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥
2
= ‖2eTP‖2 ≤ 2‖P‖2‖e‖2 = 2λmax(P)‖e‖2. (4.26)
Ahora empleamos la funión andidata de Lyapunov del sistema nominal omo
funión andidata de Lyapunov para estudiar estabilidad del sistema perturbado. La
derivada de V (e) a lo largo del sistema perturbado (4.20) está dada por
V˙ (t, e) =
∂V
∂t
+
∂V
∂e
f(t, e) +
∂V
∂e
g(t, e). (4.27)
Comparando la euaión (4.27) on (4.24)-(4.26) y usando el término de
perturbaión dado por (4.16), se obtiene para el sistema perturbado
V˙ (t, e) =
∂V
∂e
Ae+
∥∥∥∥∂V∂e
∥∥∥∥ ‖g(t, e)‖ ≤ −η1‖e‖2 + η2γ‖e‖2, (4.28)
donde {
η1 = λmin(Q) = 1,
η2 = 2λmax(P) = 60.4088.
(4.29)
El término de perturbaión g(e) satisfae ‖g(e)‖ = |ρ2||e1| ≤ |ρ2|k1‖e‖, por lo
tanto
γ = |ρ2|k1 < η1
η2
, (4.30)
para 0 < k1 < 1, donde |ρ2| = 0.3686. La ota de |e1| es desonoida, sin embargo
|e1| estará aotado siempre que la trayetoria de e(t) este onnada a un onjunto
ompato [101℄. Usando las euaiones (4.29) y (4.30), la expresión (4.28) se onvierte
en
V˙ (t, e) = −‖e‖22 + 60.4088|ρ2|k1‖e‖22, (4.31)
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de donde se dedue que V˙ (e) < 0 si
k1 <
1
60.4088|ρ2| <
η1
η2
. (4.32)
En la euaión (4.32) se puede ver que la desigualdad se umple on k1 < 0.0449,
por lo tanto, se onluye lo siguiente:
Suponiendo que e = 0 es un punto de equilibrio exponenialmente estable del
sistema nominal (4.17). Sea V (t, e) una funión de Lyapunov del sistema nominal
que satisfae (4.24)-(4.26) en [0,∞)×D. Suponga que el término de la perturbaión
g(t, e) satisfae las euaiones (4.16) y (4.30). Entones, el origen es un punto de
equilibrio exponenialmente estable del sistema perturbado (4.20) [101℄.
A manera de resumen, resaltaremos los uatro puntos más importantes del
análisis presentado. En primer lugar, la generaión de un sistema dinámio, desrito
por las euaiones (4.14), que desribe la evoluión de la diferenia existente entre
ualquier par de osiladores aótios de la red ompleja que se enuentren aoplados.
En segundo lugar está el haberlo transformado en un modelo que se ajusta al de
los sistemas perturbados de la forma (4.15), failitando así estudiar su estabilidad.
Como terer punto y el más importante, destaamos el haber dejado la estabilidad del
sistema nominal (4.17) en funión de la fuerza de aoplamiento, lo que nos permitió
obtener a través de la euaión (4.22) la ota mínima de la fuerza de aoplamiento,
la ual resultó en c ≥ 5.2 y uyo valor nal se jó en c = 7. Por último, el
onoer el valor mínimo de la fuerza de aoplamiento nos permite generar matries
de oeientes A Hurwitz, lo que simplia el estudio de estabilidad del sistema
perturbado a través de la soluión de la euaión de Lyapunov PA +ATP = −Q,
la ual proporiona diretamente las otas, dadas por las euaiones (4.24)-(4.26), a
umplir por la funión andidata V (t, e), que posteriormente permiten determinar
que V˙ (t, e) < 0.
Caso 1: sinronizaión usando Chua generalizado
(ontinuaión)
Como reordatorio para el letor, los resultados de la sinronizaión de la red
ompleja de mundo pequeño estaban por ser presentados, donde ada osilador
aótio está desrito por las euaiones (4.8). La matriz de aoplamiento se genera
omo se explió en la Seión 4.1.1, para una topología de veino más erano on
ondiiones de onexión k = 1, 2, 5. Posteriormente, se le aplian por separado
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los tres modelos de mundo pequeño desritos en el Capítulo 3, on los resultados
marados de la siguientes manera: para todos los asos se asignó NS para uando
la red ompleja no sinroniza o el estado es inestable y se maró en olor rojo. La
sinronizaión aproximada, donde 1 × 10−4 < e(t) ≤ 0.15, estará denotada por SA
en olor anaranjado. A la sinronizaión idéntia, donde e(t) ≤ 1×10−4, se le asignó
SI y se resalta en olor azul. A la sinronizaión parial se le asignó SP y se maró
en olor negro.
En la Tabla 4.1 (aso 1a) se muestran los resultados para la red ompleja
de N1 = 100 osiladores aótios Chua generalizado para diferentes ondiiones de
onexión. Cuando k = 1 podemos ver que el fenómeno de sinronía se presenta
primero en la red ompleja generada on el algoritmo propuesto, ya que para
p = 0.035 se alanza sinronizaión aproximada, umpliendo on la ota del error ρ
estableido, mientras que para este valor, no es posible sinronizar las redes omplejas
generadas on los algoritmos de NewmanWatts y WattsStrogatz. Para lograr
la sinronizaión idéntia es neesario que el algoritmo de NewmanWatts y el
propuesto alanen p = 0.037. Para este aso, los algoritmos presentan la misma
efetividad para propiiar la sinronizaión idéntia. El algoritmo WattsStrogatz
genera un modelo de red ompleja que no es posible sinronizar para k = 1.
Para k = 2, el algoritmo propuesto permite sinronizar idéntiamente para
p = 0.021. Para este aso, la red ompleja pasa del estado no sinronizado al estado
sinronizado, mientras que usando el algoritmo de NewmanWatts, es neesario
pasar por la sinronizaión aproximada, para posteriormente lograr la sinronizaión
idéntia, en un valor de probabilidad p mayor. El algoritmo de WattsStrogatz no
fue apaz de generar una red ompleja que pudiera sinronizar para algún valor de
p.
Cuando la ondiión de onexión k = 5, la red ompleja de mundo pequeño,
generada on el algoritmo propuesto, presenta una ligera ventaja sobre la generada
on el algoritmo NewmanWatts, ya que es posible alanzar la sinronizaión idéntia
evitando agregar 5 enlaes. Como era de esperarse al aumentar la ondiión de
onexión k, la probabilidad de transiión del estado no sinronizado al estado
sinronizado se vió reduida.
Para omplementar la desripión de la eienia de los algoritmos, en las
últimas dos las de la Tabla 4.1, se proporionan el número de enlaes reableados
y/o agregados por ada algoritmo para la probabilidad en la que se alanza la
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Resultados de sinronizaión
N 100 (Caso 1a)
k 1 2 5
p
A
mp A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
0.000 NS NS NS NS NS NS NS NS NS
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0.010 NS NS NS NS NS NS SA NS NS
0.012 NS NS NS NS NS NS SI NS NS
0.013 NS NS NS NS NS NS SI SI NS
0.021 NS NS NS SI NS NS SI SI NS
0.025 NS NS NS SI SA NS SI SI NS
0.030 NS NS NS SI SI NS SI SI NS
0.033 NS NS NS SI SI NS SI SI NS
0.035 SA NS NS SI SI NS SI SI NS
0.036 SA NS NS SI SI NS SI SI NS
0.037 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.040 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.120 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.130 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.140 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.300 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.500 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
.
.
. SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Reableadas 4  0 4  0 6  70
Agregadas 179 179  100 143  53 58 
Tabla 4.1: Resultados de sinronizaión para N = 100 osiladores aótios de Chua
generalizado, on ondiión de onexión k = 1, 2, 5, usando los tres algoritmos de
mundo pequeño, donde A
p
es el algoritmo propuesto, A
NW
es el algoritmo Newman
Watts y A
WS
para el algoritmo WattStrogatz.
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sinronizaión idéntia.
Resultados de sinronizaión
N 400 (Caso 1b)
k 1 2 5
p
A
mp A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
0.000 NS NS NS NS NS NS NS NS NS
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0.005 NS NS NS NS NS NS NS NS NS
0.0055 NS NS NS NS NS NS SI NS NS
0.006 NS NS NS NS NS NS SI SA NS
0.0061 NS NS NS NS NS NS SI SI NS
0.011 NS NS NS SI SA NS SI SI NS
0.013 SA NS NS SI SI NS SI SI NS
0.015 SI SA NS SI SI NS SI SI NS
0.018 SI SA NS SI SI NS SI SI NS
0.020 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.050 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.100 SI SI NS SI SI NS SI SI NS
0.160 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.180 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.200 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.400 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.800 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
.
.
. SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Reableadas 6  0 9  0 11  400
Agregadas 1191 1588  869 1027  428 475 
Tabla 4.2: Resultados de sinronizaión para N = 400 osiladores aótios de Chua
generalizado, on ondiión de onexión k = 1, 2, 5, usando los tres algoritmos de
mundo pequeño, donde A
p
es el algoritmo propuesto, A
NW
es el algoritmo Newman
Watts y A
WS
para el algoritmo WattStrogatz.
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Por otro lado, en la Tabla 4.2 (aso 1b), se muestran los resultados obtenidos
para una red ompleja de N = 400 on ondiiones de onexión k = 1, 2, 5, formada
por el osilador aótio Chua generalizado. Cuando la ondiión de onexión k = 1,
la red ompleja generada on el algoritmo propuesto, presenta mayor failidad para
alanzar la sinronizaión. Para este aso, la red pasó del estado no sinronizado
al estado on sinronizaión aproximada uando p = 0.013. La sinronizaión
idéntia (SI en azul), es también alanzada on mayor prontitud usando el algoritmo
propuesto para una valor de probabilidad p = 0.015, mientras que para Newman
Watts, se neesita que p = 0.02. Si omparamos el Caso 1a (Tabla 4.1) y Caso 1b
(Tabla 4.2) para k = 1, podemos ver que al aumentar el tamaño de la red ompleja,
el algoritmo propuesto mejora su habilidad para sinronizar en mayor proporión
que el algoritmo NewmasWatts, los uales presentan eienias similares para redes
pequeñas (Caso 1a uando k = 1). El modelo de red generado por el algoritmo
WattsStrogatz no fue posible sinronizar para esta ondiión k.
Para las ondiiones de onexión k = 2 y k = 5, las redes omplejas generadas
on el algoritmo propuesto, pasan del estado no sinronizado al estado sinronizado
on mayor prontitud (p = 0.011 y p = 0.0055, respetivamente) que aquellas
generadas on el algoritmo NewmanWatts, las uales requieren alanzar primero la
sinronizaión aproximada. Es importante haerle notar al letor, que al igual que en
los asos anteriores, a mayor ondiiíon de onexión k, menor será la probabilidad de
transiión del estado no sinronizado al estado sinronizado. En uanto al algoritmo
WattsStrogatz, para N = 400 y k = 5, se requiere que p = 0.2 para alanzar la
sinronizaión idéntia. Las últimas dos las de la Tabla 4.2 proporionan el número
de onexiones, reableadas y/o agregadas, por ada uno de los algoritmos para la
probabilidad en la que se alanza la sinronizaión idéntia.
Es de suma importania notar de estos valores, la diferenia existente entre
los algoritmos de NewmanWatts y el propuesto. Se puede ver que una pequeña
diferenia en la probabilidad de transiión, se tradue en un número signiativo de
enlaes que no es neesario agregar y/o reablear. Los eventos que más se resaltan
son: N = 100 on k = 2 (Caso 1a  Tabla 4.1) una diferenia de 43 enlaes no
agregados. N = 400 on k = 1, 2 (Caso 1b  Tabla 4.2) una diferenia de 397 y 158
enlaes no agregados, respetivamente. Con esto podemos onluir que el modelo de
red ompleja, generado on el algoritmo propuesto, presenta menor diultad para
sinronizar, siendo neesaria una menor antidad de enlaes agregados y reableados.
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Por otra parte, los resultados sugieren que la efetividad del algoritmo propuesto se
aentúa para redes omplejas que se enuentran esasamente onetadas.
Por último, se proporiona la siguiente evidenia de sinronizaión, obtenida de
las simulaiones numérias resumidas en las Tablas 4.14.2, orrespondiente a una red
ompleja de mundo pequeño on [N, k, p] = [400, 2, 0.1], generada on el algoritmo
propuesto. La Fig. 4.1 (a) muestra el error de sinronizaión existente entre 5 pares
de osiladores aótios, elegidos aleatoriamente, para onrmar sinronía en el estado
y(t) a través de e2j , donde 1 ≤ j ≤ 5 representa las ombinaiones y78(t) − y84(t),
y91(t) − y121(t), y69(t) − y189(t), y92(t) − y93(t) y y175(t) − y338(t). La Fig. 4.1 (b)
desplega el plano de fase de 4 osiladores aótios elegidos aleatoriamente, donde
se onrma sinronía en el estado z(t), además del atrator aótio generado por la
dinámia nal de la red ompleja.
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Fig. 4.1: (a) Error dinámio de sinronizaión e2j obtenido del onjunto de euaiones
(4.14), donde 1 ≤ j ≤ 5 representa las ombinaiones y78(t)− y84(t), y91(t)− y121(t),
y69(t)−y189(t), y92(t)−y93(t) y y175(t)−y338(t). (b) Comparaión entre las variables
z(t) de uatro osiladores aótios elegidos aleatoriamente y atrator aótio de 5
enrollamientos.
Finalmente, en la Fig. 4.2 se veria visualmente la sinronizaión en el estado
x(t) examinando su evoluión en el tiempo. De esta última gura, se destaa un
fenómeno que llama la atenión, ya que todas las trayetorias de la red ompleja,
onvergen a una veindad del origen, del orden de 1×10−3, para alanzar el régimen
de sinronía y parten de esa zona idéntiamente sinronizadas. El fenómeno se
presentó en las simulaiones que usaron el osilador aótio Chua generalizado.
A ontinuaión, damos paso a la presentaión de los resultados de sinronizaión
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Fig. 4.2: Evoluión temporal del estado xj(t), donde j = 2, 16, 35, 42, 48 fueron
elegidos aleatoriamente para onrmar sinronizaión.
usando el osilador aótio GenesioTesi 3D.
4.2.2 Caso 2: sinronizaión usando GenesioTesi 3D
En la presente seión se proporionan los resultados de la sinronizaión de
N1,2 = 300, 500 osiladores aótios GenesioTesi 3D, los uales generan múltiples
enrollamientos a lo largo de sus tres variables de estado. De auerdo on la euaión
(4.3), ada uno de los osiladores aótios que onforman la red ompleja está desrito
por 

x˙i = yi − f1(yi) + c
N∑
j=1
µijxi,
y˙i = zi − f2(zi),
z˙i = −axi − ayi − azi + af3(xi),
(4.33)
donde
f1(yi) =
My∑
n=1
g (−2n+1)
2
(yi) +
Ny∑
n=1
g (2n−1)
2
(yi), (4.34)
f2(zi) =
Mz∑
n=1
g (−2n+1)
2
(zi) +
Nz∑
n=1
g (2n−1)
2
(zi), (4.35)
f3(xi) =
m−1∑
l=1
γgnl(xi),
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para 1 ≤ i ≤ N y nl = ρ+0.5+(l−1)(ρ+ς+1), γ = ρ+ς+1, ρ =| mini,j{ueq,yi +ueq,zj } |,
ς =| maxi,j{ueq,yi + ueq,zj } |. Para ada nolinealidad f1(•), se usa la funión núleo
dada por la euaión (2.4).
Las ondiiones iniiales para ada osilador aótio son generadas,
aleatoriamente y sin repetiión, dentro del rango [−10, 10]. Los osiladores aótios
son aoplados a través de su primer variable de estado, es deir, Γ = diag(1, 0, 0).
Para obtener la fuerza de aoplamiento c, que es el parámetro faltante, se analizará
la estabilidad del error de sinronizaión entre pares de osiladores aótios, que a
su vez será la garantía de que la red alanza la sinronía.
4.2.2.1 Cálulo de la fuerza de aoplamiento para el osilador de
GenesioTesi 3D
A ontinuaión, se presenta el proedimiento para obtener la fuerza de aoplamiento
c, orrespondiente al osilador aótio generador de múltiples enrollamientos
GenesioTesi 3D, el ual está desrito en el Capítulo 2 por las euaiones (2.3)-
(2.5). Este método fue propuesto en [102℄ y está basado en la teoría de estabilidad
de Lyapunov. En general, se determinar que la estabilidad del sistema del error
de sinronizaión depende de la fuerza de aoplamiento c, de la ual es posible
determinar un rango que garantiza que las trayetorias del sistema onvergen al
equilibrio, lo que implia que las variables de los osiladores aótios involurados
alanzan la sinronía.
Considere ualquier par de osiladores aótios de la red ompleja (4.33) que
se enuentren aoplados. Deniendo el error de sinronizaión entre sus variables de
estado omo 

e1 = x1 − x2,
e2 = y1 − y2,
e3 = z1 − z2,
(4.37)
obtenemos que el sistema dinámio del error de sinronizaión está dado por

e˙1 = −2ce1 + e2 − (f1(y1)− f1(y2)) ,
e˙2 = e3 − (f2(z1)− f2(z2)) ,
e˙3 = −a (e1 + e2 + e3) + a (f3(x1)− f3(x2)) .
(4.38)
El punto de equilibrio del sistema (4.38) se obtiene estableiendo e˙1 = e˙2 =
e˙3 = 0 y onsiderando que la onvergenia al equilibrio del error, implia que las
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variables de estado de los osiladores aótios involurados tienden a la sinronía, es
deir, se umple la euaión siguiente
lim
t→∞
∥∥[x1 y1 z1]T − [x2 y2 z2]T∥∥ = 0, (4.39)
por lo tanto, las no linealidades f1(y), f2(z) y f3(x) tienen el mismo valor y su
diferenia es ero, entones 

0 = −2ce1 + e2,
0 = e3,
0 = −a (e1 + e2 + e3) ,
(4.40)
de donde se dedue que el origen es el punto de equilibrio. Para estudiar la estabilidad
del punto de equilibrio, se propone la siguiente matriz simétria
P =


b 0 1
0 b 1
1 1 b

 , (4.41)
uyos menores prinipales están dados por b, b2, b(b2 − 2), donde P es denida
positiva para b >
√
2. La funión andidata de Lyapunov V (e) = eTPe
orrespondiente es
V (e) =
1
2
[
e1 e2 e3
]
b 0 1
0 b 1
1 1 b




e1
e2
e3

 = 12(be21 + 2e1e3 + be22 + 2e2e3 + be23). (4.42)
La forma matriial de la derivada de V (e) evaluada en las trayetorias del
sistema, es deir V˙ (e) = −eTQe, nos permite demostrar que V˙ (e) es denida
negativa si mostramos la positividad de Q, donde
Q =


(2bc+ a) −1
2
(b− 2a) 1
2
(a+ ba + 2c)
−1
2
(b− 2a) a −1
2
(1 + b− a− ba),
1
2
(a+ ba + 2c) −1
2
(1 + b− a− ba) (ba− 1)

 . (4.43)
El primero y el segundo menor prinipal de Q están dados por |M1| = 2bc+ a
y |M2| = a(2bc+ a)− 14(b− 2a)2 respetivamente, donde puede verse laramente que
|M1| > 0 y |M2| > 0 para c > 0. El terer menor prinipal es el determinante de
Q que está en funión del parámetro del sistema a, el parámetro libre b >
√
2 y la
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fuerza de aoplamiento , el ual se muestra a ontinuaión
|M3| = −ac2 + 14(4a2b2 − 2a2b3 − 2a2b+ 4ab3 + 6ab2
−10ab− 4a− 2b2 − 2b3)c+ 1
4
(2a2b2 − a2b3
−a2b+ ab2 + b2 − 5ab− a).
(4.44)
Sustituyendo el parámetro del sistema a = 0.8 en la euaión (4.44), obtenemos
|M3| = −
(
4
5
)
c2 − ( 1
50
b3 − 67
50
b2 + 58
25
b+ 4
5
)
c
− ( 4
25
b3 − 77
100
b2 + 29
25
b+ 1
5
)
,
(4.45)
que depende del parámetro b >
√
2 de la funión de Lyapunov y la fuerza de
aoplamiento c. En la Fig. 4.3 se muestra el rango permitido de la fuerza de
aoplamiento que garantiza que |M3| > 0, por lo tanto Q > 0 y V˙ (e) < 0, lo que
implia que el sistema dinámio del error de sinronizaión (4.38), onverge al punto
de equilibrio que es el origen y las variables de los osiladores aótios involurados
alanzan la sinronía, umpliendo la euaión (4.39).
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Fig. 4.3: Rango de la fuerza de aoplamiento c que garantiza que el sistema dinámio
del error de sinronizaión (4.38) onverge al equilibrio.
Caso 2: sinronizaión usando GenesioTesi 3D (ontinuaión)
Una vez desrito el proedimiento que se empleó para obtener la fuerza de
aoplamiento c, se presentan en seguida los resultados de la sinronizaión de la red
ompleja de mundo pequeño, la ual está desrita por las euaiones (4.33). La matriz
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de aoplamiento se genera omo se explió en la Seión 4.1.1, para una topología
de veino más erano on N1 = 300 (aso 2a), N2 = 500 (aso 2b) y las ondiiones
de onexión periódia k = 1, 2, 5 para ada aso, a las uales se les aplian por
separado los algoritmos de mundo pequeño desritos en el Capítulo 3. En la Tabla
4.3 se proporionan los resultados de la sinronizaión, donde la red ompleja de
mundo pequeño está ompuesta por N1 = 300 osiladores aótios GenesioTesi 3D
(aso 2a). Ahora puede llevarse a abo una omparaión que determine el algoritmo
que produe el modelo de red ompleja que resulta más senillo sinronizar.
Cuando la ondiión de onexión k = 1 podemos ver que el algoritmo propuesto
propiia la sinronía en la red ompleja para probabilidades muy bajas, siendo la
primera de ellas p = 0.002, que orresponde a reablear 1 y agregar 89 onexiones.
Más importante aún es la probabilidad para la que se alanza sinronizaión idéntia
(SI en azul), que orresponde al valor de probabilidad para el ual el algoritmo de
NewmanWatts solo es apaz de propiiar sinronizaión aproximada.
Para k = 2, omo era de esperarse al aumentar el número de onexiones
existentes en la red ompleja, es posible disminuir el valor de probabilidad mínimo
requerido para alanzar sinronizaión idéntia, el ual ha pasado de p = 0.01 para
k = 1 a p = 0.003 para k = 2. Para esta ondiión de onexión debe notarse que
el algoritmo propuesto no produe sinronizaión aproximada, pasando del estado
no sinronizado al estado sinronizado. Por otra parte, usando el algoritmo Watts
Strogatz no fue posible propiiar la sinronía para las ondiiones de N = 300 on
k = 1, 2.
Cuando la ondiión de onexión k = 5, es posible sinronizar los modelos de
red ompleja resultantes de apliar los tres algoritmos, sin embargo, el algoritmo
que se propuso sigue teniendo ventaja sobre los algoritmos de NewmanWatts y
WattsStrogatz. De igual manera que para k = 1, el algoritmo propuesto alanza
la sinronía idéntia pasando previamente por sinronía aproximada, mientras que
el algoritmo WattsStrogatz requiere que la probabilidad alane p = 0.05 para
alanzar la sinronizaión idéntia. En lo que orresponde a la red ompleja generada
por el algoritmo de NewmanWatts, para 0.001 ≤ p < 0.005 solo es posible alanzar
sinronizaión aproximada en el estado x(t), mientras que y(t) y z(t) no sinronizan,
por lo que además existe la sinronizaión parial uando se emplea el osilador
aótio de múltiples enrollamientos GenesioTesi 3D. Posterior a esos valores de
probabilidad, la red ompleja puede alanzar la sinronizaión idéntia.
54
Resultados de sinronizaión
N 300 (Caso 2a)
k 1 2 5
p
A
mp A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
0.000 NS NS NS NS NS NS NS NS NS
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0.001 NS NS NS NS NS NS SA SP NS
0.002 SA NS NS NS NS NS SA SP SA
0.003 SA NS NS SI SA NS SA SP SA
0.004 SA NS NS SI SA NS SI SP SA
0.005 SA NS NS SI SA NS SI SI SA
0.006 SA NS NS SI SA NS SI SI SA
0.007 SA NS NS SI SA NS SI SI SA
0.008 SA NS NS SI SI NS SI SI SA
0.009 SA NS NS SI SI NS SI SI SA
0.010 SI SA NS SI SI NS SI SI SA
0.015 SI SA NS SI SI NS SI SI SA
0.020 SI SA NS SI SI NS SI SI SA
0.025 SI SA NS SI SI NS SI SI SA
0.030 SI SA NS SI SI NS SI SI SA
0.050 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.100 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.500 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
.
.
. SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Reableadas 3  0 2  0 6  75
Agregadas 446 2228  133 354  173 217 
Tabla 4.3: Resultados de sinronizaión para una red ompleja de N = 300 on
k = 1, 2, 5 y el número de onexiones reableadas y/o agregadas para alanzar
sinronizaión idéntia (SI en azul).
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Las últimas dos las de la Tabla 4.3 proporionan el número de onexiones,
agregadas y/o reableadas, neesarias para que las redes omplejas logren la
sinronizaión idéntia (SI en azul), donde puede verse que introduir la propiedad de
mundo pequeño de la manera propuesta, afeta en la proporión que debe modiarse
la red ompleja para llevar a abo determinado proeso. Para este aso en partiular,
fue posible alanzar la sinronizaión idéntia reableando y agregando un número
menor de onexiones que on los otros algoritmos desritos.
Para el aso donde N = 500 y la ondiión de onexión k = 1, 2, 5,
los resultados son muy similares y se presentan en la Tabla 4.4, variando
úniamente los valores de la probabilidad en donde ourre la transiión, ya sea
del estado no sinronizado al estado on sinronizaión aproximada, o del estado
on sinronizaión aproximada al estado sinronizado (sinronizaión idéntia). Los
detalles signiativos son los siguientes: en primer lugar, el algoritmo propuesto
presenta valores de probabilidad de transiión, prinipalmente al estado on
sinronizaión idéntia, más eranos a ero a mayor tamaño de la red ompleja
N , lo que sugiere mayor efetividad en redes grandes on ondiiones de onexión k
pequeñas.
En segundo lugar, el fenómeno de la sinronizaión parial y aproximada,
generado por el algoritmo de NewmanWatts, se presentó para una ondiión de
onexión k menor que en el Caso 2a y para probabilidades mayores, lo que sugiere
diultad para propiiar la sinronizaión idéntia uando la red ompleja es grande
y se enuentra esasamente onetada.
Por último, el algoritmo WattsStrogatz presentó serias diultades para
failitar el fenómeno de sinronía uando la ondiión de onexión k es pequeña,
siendo imposible sinronizar la red ompleja de mundo pequeño generada para
k = 1, 2. Para el aso donde k = 5, es posible alanzar la sinronía en la red,
sin embargo hay que notar que el valor de transiión de la probabilidad es mayor al
Caso 2a, lo que sugiere limitaiones en el algoritmo para propiiar la sinronizaión
a mayor tamaño de la red ompleja.
Las últimas las de la Tabla 4.4 proporionan el número de onexiones,
reableadas y/o agregadas, neesarias para alanzar la sinronizaión idéntia en
las redes omplejas generadas por ada uno de los algoritmos. Claramente puede
verse que este número se redue al usar el proedimiento propuesto para los asos
mostrados. Los eventos más destaados son: para N = 300 on k = 1, 2 el algoritmo
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Resultados de sinronizaión
N 500 (Caso 2b)
k 1 2 5
p
A
mp A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
A
p
A
NW
A
WS
0.000 NS NS NS NS NS NS NS NS NS
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
0.001 NS NS NS SA NS NS SI NS NS
0.002 SA NS NS SA SA NS SI SA NS
0.003 SA SP NS SA SA NS SI SA NS
0.004 SI SP NS SA SA NS SI SI NS
0.005 SI SP NS SI SA NS SI SI NS
0.006 SI SP NS SI SA NS SI SI NS
0.007 SI SP NS SI SA NS SI SI NS
0.008 SI SI NS SI SA NS SI SI NS
0.009 SI SI NS SI SA NS SI SI NS
0.010 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.015 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.025 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.030 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.050 SI SI NS SI SI NS SI SI SA
0.070 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.100 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
0.500 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
.
.
. SI SI NS SI SI NS SI SI SI
1.0 SI SI NS SI SI NS SI SI SI
Reableadas 2  0 5  0 3  175
Agregadas 497 994  619 1238  122 489 
Tabla 4.4: Resultados de sinronizaión para una red ompleja de N = 500 on
k = 1, 2, 5 y el número de onexiones reableadas y/o agregadas para alanzar
sinronizaión idéntia (SI en azul).
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propuesto permite alanzar la sinronizaión idéntia, omitiendo el agregado de 1782
y 221 onexiones, respetivamente. Para N = 500 y k = 1, 2, 5, es posible sinronizar
la red ompleja de manera idéntia, usando el algoritmo propuesto, omitiendo 497,
619 y 367 enlaes agregados, respetivamente.
Estos resultados nos permiten onluir, que el proedimiento propuesto para
introduir la propiedad de mundo pequeño, deriva en un modelo de red ompleja
que resulta más senillo sinronizar, modiando la topología en menor medida,
agregando menor antidad de enlaes y reableando apenas una muy pequeña
fraión de los mismos.
Por otro lado, omo evidenia de sinronía se proporiona lo siguiente: en
la Fig. 4.4 (a) se muestra el error dinámio de sinronizaión e2j produido
por el onjunto de euaiones (4.38), para algunos pares de osiladores aótios
elegidos aleatoriamente, donde 1 ≤ j ≤ 5 representa las siguientes ombinaiones
y54(t)− y448(t), y50(t)− y92(t), y23(t)− y50(t), y245(t)− y279(t) y y97(t)− y387(t), para
onrmar sinronía en el estado y(t) de los osiladores aótios involurados. La
Fig. 4.4 (b) presenta los planos de fase donde se onrma la sinronizaión en la
variable z(t) de 4 osiladores aótios, elegidos aleatoriamente. El atrator aótio
de 2 × 2 × 2 enrollamientos, generado por la dinámia nal de la red ompleja es
mostrado también en esta gura.
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Fig. 4.4: (a) Error dinámio de sinronizaión e2j obtenido del onjunto de euaiones
(4.38), donde 1 ≤ j ≤ 5 representa las ombinaiones y54(t)− y448(t), y50(t)− y92(t),
y23(t)−y50(t), y245(t)−y279(t) y y97(t)−y387(t). (b) Comparaión entre las variables
z(t) de uatro osiladores aótios elegidos aleatoriamente y atrator aótio de
2× 2× 2 enrollamientos.
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Fig. 4.5: Evoluión temporal del estado xj(t), donde j = 22, 30, 36, 261, 341
fueron elegidos aleatoriamente para onrmar sinronizaión. Se apreian dos grupos
sinronizados, uno formado por los osiladores aótios 30 y 36 en negro y magenta
respetivamente y el grupo formado por los osiladores aótios 22, 261 y 341 en
azul, rojo y verde, respetivamente.
Por último, en la Fig. 4.5 se veria visualmente la sinronizaión en el estado
x(t) al examinar su evoluión temporal. Se resalta la presenia de sinronizaión por
grupos, ya que antes de alanzarse un estado nal de sinronía en la red ompleja,
grupos de osiladores aótios presinronizan a otra dinámia, que posteriormente
onverge junto on las demás a un solo omportamiento sinronizado. El fenómeno
se presentó en las simulaiones que usaron el osilador aótio GenesioTesi 3D.
Con estos resultados se da por terminado este apítulo, onluyendo que
el algoritmo propuesto, mostró mayor efetividad para propiiar el fenómeno de
sinronizaión en el modelo de red ompleja que genera, agregando una menor
antidad de enlaes que su ompetidor más erano (algoritmo de NewmanWatts)
y reableando apenas una pequeña porión de los enlaes existentes. A ontinuaión,
damos paso al último apítulo de este trabajo, donde se proporionan las onlusiones
pertinentes y los trabajos futuros.
Capítulo 5
Conlusiones
Para nalizar el esrito, este apítulo de ierre proporiona las onlusiones
pertinentes sobre los resultados mostrados, haiendo énfasis en las ventajas de las
aportaiones desritas, pero sin olvidar menionar sus limitaiones, las uales rean
áreas de oportunidad para ontinuar en esta línea de investigaión, estableiendo así
los trabajos futuros, los uales también son sugeridos aquí.
Por una parte, en lo que se reere al algoritmo propuesto, podemos onluir lo
siguiente:
Como primer punto a resaltar está la propuesta de un algoritmo para introduir
la propiedad de mundo pequeño a una red ompleja. Esta metodología mostró
efetividad para reduir la longitud promedio del amino más orto L(N, k, p) entre
pares de osiladores aótios, así omo para amortiguar la pérdida de oeiente
de agrupamiento C(N, k, p), produida al introduir aleatoriedad en la topología, ya
sea reableando (AlgoritmoWattStrogatz) o agregando (algoritmoNewmanWatts)
enlaes.
El proedimiento propuesto es eiente para reduir L(N, k, p) y atenuar la
pérdida de C(N, k, p) en funión, ya sea del tamaño de la red N o la ondiión
de onexión k (Fig. 3.143.15). Se mostró que el algoritmo propuesto, introdue
exitosamente la propiedad de mundo pequeño a una red ompleja, generando
araterístias de L(N, k, p) y C(N, k, p) muy similares a las del algoritmo Newman
Watts, pero on lara ventaja para propiiar el fenómeno de sinronizaión.
Por otro lado, en lo referente a la sinronizaión, es importante menionar dos
fenómenos que llaman la atenión. El primero de ellos es que uando la red ompleja
está formada por los osiladores aótios Chua generalizado, todas las dinámias
onvergen a valores muy eranos del origen, algunas vees del orden de 1 × 10−3
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antes de sinronizar y surgen de esa zona sinronizados.
El segundo fenómeno de interés es la presenia de dos tipos de sironía desritos
en este trabajo, siendo estas sinronía aproximada e idéntia. Se remara el heho
de que la sinronizaión aproximada, uando existe en la red ompleja de mundo
pequeño, se presenta siempre antes de la sinronizaión idéntia y para lograrla, es
neesario alanzar un valor mínimo de p, omo se mostró en las Tablas 4.14.4. Esto
sugiere que se umple lo que se planteó al iniio de esta investigaión, referente a que
es posible propiiar el fenómeno de sinronizaión a través de la manipulaión de la
topología de la red ompleja, lo que sin duda llevaría a una reduión de la fuerza
de aoplamiento c.
Es preisamente el valor de la fuerza de aoplamiento c el siguiente punto a
menionar. Habiendo mostrado matemátiamente, a través de los análisis desritos
en la Seión 4.2.1.1 y 4.2.2.1, la existenia de valores pequeños de c que garantizan
la onvergenia al equilibrio del sistema dinámio del error de sinronizaión. Las
simulaiones numérias nos permitieron omprobar, que los valores obtenidos son
igualmente efetivos para llevar una red ompleja de mundo pequeño, formada por
osiladores aótios de múltiples enrollamientos, al régimen de sinronía una vez que
ha sido alanzado un valor mínimo de p.
Por otro lado, se hae notar que al emplear una fuerza de aoplamiento pequeña,
se genera una ley de ontrol que resulta menos invasiva para el sistema ompleto,
lo que sin duda es una de las ventajas prinipales de emplear la metodología
propuesta para obtenerla. Además, esto orresponde on el sentido de sinronía
que originalmente propuso C. Huygens, donde se busa que el fenómeno ourra en
presenia de un aoplamiento asi impereptible, omo desribió en su experimento.
Es importante haer notar el efeto del algoritmo propuesto en el proeso de
sinronizar una red ompleja de mundo pequeño. Como se mostró y explió en la
Seión 4.2 on las Tablas 4.14.4, existe un mínimo de probabilidad p, neesario para
que exista la posibilidad de que la red ompleja sinronie. Este valor mínimo de
p suele presentarse más erano a ero uando se emplea el algoritmo de mundo
pequeño propuesto, siendo su ompetidor más fuerte el algoritmo de Newman
Watts. Esta ventaja es importante onsiderando que ambos algoritmos, el propuesto
y NewmanWatts, agregan la misma antidad de enlaes para una probabilidad p
dada.
Otro fenómeno que debe ser menionado, para propósitos omparativos
61
relaionados on la eienia de los algoritmos para propiiar la sinronía, es que
el modelo de red ompleja generado on la metodología de NewmanWatts presenta
deienia para mantener la sinronizaión por intervalos de tiempo, un heho
que seguramente está relaionado on la pérdida de oeiente de agrupamiento
C(N, k, p) para probabilidades bajas y que no suede para el algoritmo propuesto.
La ventaja más destaable de usar el proedimiento propuesto, para introduir
la propiedad de mundo pequeño en una red ompleja, es sin duda la existenia de
una probabilidad de transiión menor que la neesaria uando se utiliza el algoritmo
de NewmanWatts, lo que se tradue en una buena antidad de enlaes que no es
neesario agregar o reablear.
Por otro lado, el algoritmo WattsStrogatz queda rezagado onsiderablemente,
ya que omo se mostró en las Tablas 4.14.4, para varios valores de N y k no es
posible sinronizar la red ompleja de mundo pequeño que genera, siendo neesaria
la existenia de un número mayor de onexiones, es deir, una ondiión de onexión
k mayor. Por lo tanto, se onluye que el modelo generado por el algoritmo Watts
Strogatz, resulta difíil de sinronizar uando la red está esasamente onetada, es
deir, uando se iniia on una ondiión de onexión k pequeña.
5.1 Trabajos futuros
Conluiremos este esrito enlistando las áreas de oportunidad que pueden atenderse
para omplementar este trabajo.
 Investigar la robustez del modelo de red ompleja, generado por los tres
algoritmos de mundo pequeño, para propósitos omparativos.
 Determinar si los resultados aquí presentados se umplen para redes omplejas
de mundo pequeño formadas por osiladores aótios no idéntios.
 Implementar el algoritmo propuesto para
desribir y modelar el omportamiento de sistemas de naturaleza biológia
o soial, por ejemplo.
 Investigar la eienia del algoritmo propuesto en las estrategias de
inmunizaión empleadas en las emergenias epidemiológias, ya que debido
al patrón que se sugiere, es posible que se pueda ontener, aislar o ataar una
zona espeía de la red ompleja y su veindad.
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 Implementar esta nueva estrategia en trabajos en los que la topología de
mundo pequeño ha mostrado mejorar el desempeño o la apaidad que tienen
los sistemas para almaenar o proesar informaión, omo redes neuronales
o memorias asoiativas de Hopeld, así omo su apaidad para aelerar la
transmisión de la misma.
5.2 Produión ientía
 Artíulos
 Performane improvement of haoti enryption via energy and
frequeny loation riteria (2015)
A.G. SorianoSánhez, C. PosadasCastillo, M.A. PlatasGarza, D.A.
DiazRomero
Mathematis and Computers in Simulation, 112, 1427.
 Synhronization of Generalized Chua's Chaoti Osillators in
Smallworld Topology (2015)
A.G. SorianoSánhez, C. PosadasCastillo, M.A. PlatasGarza
Journal of Engineering Siene and Tehnology Review, 8(2), 185-191.
Speial Issue on Synhronization and Control of Chaos: Theory, Methods
and Appliations.
 Energy and Frequeny Loation as Criteria for Chaoti
Enryption on Unidimensional Signals (2015)
A.G. SorianoSánhez, M.A. PlatasGarza, D.A. DiazRomero, C.
PosadasCastillo
Chaoti Modeling and Simulation, 1, 4149.
 Coupling strength omputation for haoti synhronization of
omplex networks with multisroll attrators (2016)
A.G. SorianoSánhez, C. PosadasCastillo, M.A. PlatasGarza, C.
CruzHernández, R.M. LópezGutiérrez
Applied Mathematis and Computation, 275, 305316.
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